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1 Âñòóï
Òåìà �Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà ìàòðèöi� âèâ÷à¹òüñÿ íà ìåõàíi-
êî-ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi Êè¨âñüêîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà
Øåâ÷åíêà â êóðñi ëiíiéíî¨ àëãåáðè ñòóäåíòàìè ïåðøîãî êóðñó. ßê
ïðàâèëî, ñåðåä iíøèõ òåì êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè öÿ òåìà íàéñêëàä-
íiøà äëÿ ñïðèéíÿòÿ, îñîáëèâî ç ïîãëÿäó íàáóâàííÿ ïðàêòè÷íèõ íàâè-
÷îê òç çíàõîäæåííÿ æîðäàíîâî¨ ôîðìè. Áðàê ÷àñó íå äîçâîëÿ¹ äîâãî
çóïèíÿòèñü íà ðîçâ'ÿçàííi îäíîòèïíèõ çàäà÷ íà ïðàêòè÷íèõ çàíÿò-
òÿõ, áàãàòî çàäà÷ çàëèøà¹òüñÿ äëÿ ñàìîñòiéíîãî îïðàöþâàííÿ ñòó-
äåíòàìè.

Äàíèé ìåòîäè÷íèé ïîñiáíèê ìà¹ çà ìåòó ïîâíiñòþ îõîïèòè îñíîâíó
÷àñòèíó ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ïðîïîíóþòüñÿ äî ðîçâ'ÿçàííÿ ïiä ÷àñ
âèâ÷åííÿ òåìè �Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà�. Äî âñiõ òèïîâèõ çàäà÷
íàâåäåíî àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ òà ïîâíiñòþ ðîçiáðàíî ïðèíàéìíi ïî
îäíié çàäà÷i êîæíîãî òèïó. Çíà÷íó êiëüêiñòü çàäà÷ çàïðîïîíîâàíî äëÿ
ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ.

Ìàòåðiàë ïîñiáíèêà ïåðåäáà÷à¹ îçíàéîìëåííÿ ç óñiìà òåìàìè êóð-
ñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ùî âèâ÷à¹òüñÿ â ïåðøîìó ñåìåñòði. Äëÿ äîäàòêî-
âèõ òåîðåòè÷íèõ âiäîìîñòåé ìè âiäñèëà¹ìî ÷èòà÷à äî [2]. ßê îñíîâíå
äæåðåëî çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëèñü êëàñè÷íi çáiðêè [1, 3, 4], õî÷ ñåðåä
çàïðîïîíîâàíèõ çàäà÷ çóñòði÷àþòüñÿ é îðèãiíàëüíi.

Êîæíà ãëàâà (ïiäòåìà) ïîñiáíèêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êîðîòêèõ òåîðå-
òè÷íèõ âiäîìîñòåé, ñïèñêó îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷, àëãîðèòìiâ ¨õ ðî-
çâ'ÿçàííÿ, ïðèêëàäiâ ðîçâ'ÿçàííÿ òà çàäà÷ äëÿ ñàìîñòiéíîãî îïðàöþ-
âàííÿ.
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2 Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
2.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Íåõàé K ïîçíà÷à¹ äîâiëüíå ïîëå. Íàäàëi ÷åðåç En ìè ïîçíà÷àòèìåìî
îäèíè÷íó ìàòðèöþ ðîçìiðó n×n. Íàãàäà¹ìî, ùî îäèíè÷íîþ íàçèâà-
þòü êâàäðàòíó ìàòðèöþ, óñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè ÿêî¨ äîðiâíþþòü
îäèíèöi, à âñi ïîçàäiàãîíàëüíi åëåìåíòè � íóëüîâi.

En =


1 0 0 0 . . . 0 0
0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 0 . . . 0 1


︸ ︷︷ ︸

n

ßêùî ðîçìið ìàòðèöi E áóäå çðîçóìiëèì ç êîíòåêñòó, ìè ÷àñòî áóäåìî
éîãî îïóñêàòè.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêó êâàäðàòíó ìàòðèöþ A ∈ Matn×n(K).
Îçíà÷åííÿ 2.1. Õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A íà-
çèâà¹òüñÿ ìíîãî÷ëåí

χA(λ) = det(A− λE).

Íàäàëi ìè ÷àñòî áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè iíòåðïðåòàöiþ ìàòðèöü
ó òåðìiíàõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ. Íåõàé Kn ïîçíà÷à¹ àðèôìåòè÷íèé
âåêòîðíèé ïðîñòið ðîçìiðíîñòi n íàä ïîëåì K. Çàôiêñó¹ìî ñòàíäàðò-
íó áàçó ïðîñòîðó Kn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ ei = (0, 0, . . . , 0,
1, 0, . . . , 0) (îäèíè÷êà ñòî¨òü íà i-ìó ìiñöi). Òîäi äîâiëüíó ìàòðèöþ
A ∈ Matn×n(K), A = (aij)ni,j=1 ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ìàòðèöþ
¹äèíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ϕA : Kn → Kn, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâà-
ìè

ϕA(ej) =
n∑
i=1

aijei, j = 1, 2, . . . , n.

Ó òàêèé ñïîñiá âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïðèðîäíà âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íà âiäïîâiä-
íiñòü ìiæ ìíîæèíîþ L(Kn) ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ ó ïðîñòîði Kn òà
ìíîæèíîþ Matn×n(K). Áiëüøå òîãî, öÿ âiäïîâiäíiñòü óçãîäæåíà ç
ïðèðîäíèìè äiÿìè äîäàâàííÿ îïåðàòîðiâ, ìíîæåííÿ îïåðàòîðà íà ÷èñ-
ëî òà ñóïåðïîçèöi¨ îïåðàòîðiâ. À ñàìå, äîäàâàííþ îïåðàòîðiâ âiä-
ïîâiäà¹ äîäàâàííÿ ìàòðèöü, ìíîæåííþ îïåðàòîðà íà ÷èñëî âiäïîâiäà¹
ìíîæåííÿ ìàòðèöi íà ÷èñëî, à ñóïåðïîçèöi¨ îïåðàòîðiâ âiäïîâiäà¹
ìíîæåííÿ ìàòðèöü. Íàãàäà¹ìî òàêîæ, ùî ïðè çàìiíi áàçèñó â Kn, ùî
çàäà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó S (çâè÷àéíî, íåâèðîäæåíîþ), ìàòðèöÿ
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A ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó ìàòðèöþ S−1AS. Çãiäíî ç òà-
êîþ òðàêòîâêîþ óñi çàäà÷i, ùî ôîðìóëþþòüñÿ ìîâîþ ìàòðèöü, ìîæíà
ïåðåôîðìóëþâàòè ìîâîþ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, i íàâïàêè. Ìè íàäàëi
äîòðèìóâàòèìåìîñü â áiëüøîñòi ìàòðè÷íèõ ôîðìóëþâàíü.

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà çiáðàíî â íà-
ñòóïíié òåîðåìi:
Òåîðåìà 2.1. 1. Äëÿ äîâiëüíî¨ îáîðîòíî¨ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi S ∈

Matn×n(K) ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü χS−1AS(λ) = χA(λ).
2. degχA(λ) = n.
3. χA(λ) = (−1)nλn+d1(−λ)n−1+· · ·+dn, äå d1 = a11+a22+· · ·+ann

òà dn = detA.
4. χA(A) = 0.
Ç ïåðøî¨ âëàñòèâîñòi îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ìîæíà âèçíà÷èòè õà-

ðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ÿê õàðàêòåðèñòè÷-
íèé ìíîãî÷ëåí éîãî ìàòðèöi â áóäü-ÿêié áàçi. Öå âèçíà÷åííÿ áóäå
êîðåêòíèì, áî, íàñïðàâäi, íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçè, â ÿêié âèïè-
ñó¹òüñÿ ìàòðèöÿ îïåðàòîðà.

Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìà¹ äóæå áàãàòî öiêàâèõ òà êîðè-
ñíèõ âëàñòèâîñòåé. Âií áóäå îñíîâíèì íàøèì òåõíi÷íèì çíàðÿääÿì
ïðîòÿãîì âñüîãî êóðñó ëiíiéíî¨ àëãåáðè. Òîæ ðåøòó ïîòðiáíèõ íàì
îçíà÷åíü òà âëàñòèâîñòåé ìè íàâîäèòåìî çà íåîáõiäíiñòþ òà äîðå÷-
íiñòþ.

2.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Ìè ïîçíàéîìèëèñü ëèøå ç (ñóòî òåõíi÷íèì) âèçíà÷åííÿì õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi (ëiíiéíîãî îïåðàòîðà). Òîæ ïîêè ùî
ìîæíà âèçíà÷èòè ¹äèíèé òèï çàäà÷: Çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi.

2.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 2.1. Çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìà-
òðèöi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi íåîáõiä-
íî:
• Äî âñiõ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi äîïèñàòè âèðàç −λ.
• Îá÷èñëèòè âèçíà÷íèê îòðèìàíî¨ ìàòðèöi. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòî-
âóþòüñÿ àëãîðèòìè, ùî âèâ÷àëèñü ó òåìi çíàõîäæåííÿ âèçíà÷-
íèêà ìàòðèöi.
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2.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 2.1. Çíàéäiòü õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi

A =
(

1 2
3 4

)
.

Äîâåäåííÿ.

χA(λ) = det(A− λE) = det
(

1− λ 2
3 4− λ

)
=

= (1− λ)(4− λ)− 2 · 3 = 4− 4λ− λ+ λ2 − 6 = λ2 − 5λ− 2.

Ïðèêëàä 2.2. Çíàéäiòü õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi

A =

(
5 2 −3
4 5 −4
6 4 −4

)
.

Äîâåäåííÿ.

χA(λ) = det(A− λE) = det

(
5− λ 2 −3

4 5− λ −4
6 4 −4− λ

)
=

= (5− λ)(5− λ)(−4− λ) + 2 · 6 · (−4) + 4 · 4 · (−3)−
− 6 · (−3) · (5− λ)− (5− λ) · 4 · (−4)− 4 · 2 · (−4− λ) =

= −(25−10λ+λ2)(4+λ)−48−48+18(5−λ)+16(5−λ)−8(−4−λ) =
= −λ3+6λ2+15λ−100−96+90−18λ+112−8λ = −λ3+6λ2−11λ+6.

Ïðèêëàä 2.3. Çíàéäiòü õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi

A =

 2 3 −1 −2
4 −2 2 3
0 0 −3 4
0 0 1 −1

 .

Äîâåäåííÿ.

χA(λ) = det(A− λE) = det

 2− λ 3 −1 −2
4 −2− λ 2 3
0 0 −3− λ 4
0 0 1 −1− λ

 .
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ öüîãî âèçíà÷íèêà ñêîðèñòà¹ìîñü ôîðìóëîþ îá÷èñ-
ëåííÿ âèçíà÷íèêà áëî÷íî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi:

det

 2− λ 3 −1 −2
4 −2− λ 2 3
0 0 −3− λ 4
0 0 1 −1− λ

 =

= det
(

2− λ 3
4 −2− λ

)
det
( −3− λ 4

1 −1− λ
)

=

= ((2−λ)(−2−λ)−12)((−3−λ)(−1−λ)−4) = (λ2−16)(λ2+4λ−1) =
= λ4 + 4λ3 − 17λ2 − 64λ+ 16.

2.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Õî÷ öÿ ïî÷àòêîâà òåìà íå äóæå íàñè÷åíà ðiçíîìàíiòíèìè òåõíi÷íèìè
çàäà÷àìè, ïðîòå â íié ÷èìàëî çàäà÷ òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó. Ðîçâ'ÿ-
çàííÿ äåÿêèõ ç íèõ ìè ïðîïîíó¹ìî äî âàøî¨ óâàãè â öüîìó ïàðàãðàôi.
Ïðèêëàä 2.4. Äîâåäiòü, ùî êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ¹ âèðîäæåíîþ òî-
äi òà òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí íå ìiñ-
òèòü âiëüíîãî ÷ëåíà.
Äîâåäåííÿ. Ìè çíà¹ìî, ùî óìîâà íåâèðîäæåíîñòi ìàòðèöi A åêâiâà-
ëåíòíà óìîâi detA 6= 0. Ç òðåòüîãî ïóíêòó òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî
âiëüíèé ÷ëåí χA(λ) çáiãà¹òüñÿ ç detA. Öå i äîâîäèòü ïîòðiáíå íàì
òâåðäæåííÿ.
Çàóâàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïîÿñíèòè çãàäàíó âëàñòèâiñòü ìíî-
ãî÷ëåíà χA(λ) äîñèòü ïðîñòî. Íàñïðàâäi, âiëüíèé ÷ëåí äîâiëüíîãî
ïîëiíîìà f(x) äîðiâíþ¹ f(0) çà òåîðåìîþ Áåçó. Îòæå, âiëüíèé ÷ëåí
χA(λ) äîðiâíþ¹, çà îçíà÷åííÿì χA(λ), îñü ÷îìó:

χA(0) = det(A− 0E) = det(A).

Ïðèêëàä 2.5. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ C[λ] ñòå-
ïåíÿ n, çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì (−1)n, ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíî-
ãî÷ëåíîì äåÿêî¨ ìàòðèöi A ∈ Matn×n(C).
Äîâåäåííÿ. Çà îñíîâíîþ òåîðåìîþ àëãåáðè ìíîãî÷ëåí f(λ) ìà¹ ðiâíî
n êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi), ñêàæiìî λ1, λ2 . . . , λn.
Öå îçíà÷à¹, ùî

f(λ) = (λ1 − λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ).

Ðîçãëÿíåìî äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ A ∈ Matn×n(C), íà äiàãîíàëi ÿêî¨
ñòîÿòü åëåìåíòè λ1, λ2 . . . , λn. Òîäi, çà âèçíà÷åííÿì, χA(λ) = (λ1 −
λ)(λ2 − λ) . . . (λn − λ) = f(λ).
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Ïðèêëàä 2.6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A,B ∈ Matn×n(K) âè-
êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü χAB(λ) = χBA(λ).
Äîâåäåííÿ. Âçàãàëi êàæó÷è, öÿ çàäà÷à ñêëàäíà. Ïðîòå ïðè ïåâíîìó
ïðèïóùåííi ùîäî ìàòðèöüA òàB âîíà ñòà¹ äîñèòü ïðîñòîþ. Îòæå, ìè
ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿæåìî ïðîñòèé ¨¨ âàðiàíò. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðèíàéìíi
îäíà ç ìàòðèöüA àáîB ¹ îáîðîòíîþ. Íåõàé öå áóäå, ñêàæiìî, ìàòðèöÿ
A. Òîäi BA = A−1(AB)A, i òâåðäæåííÿ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç ïåðøîãî
ïóíêòó òåîðåìè 2.1.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òðåáà äîñèòü ñèëüíî ñõèòðóâàòè. Äàâàé-
òå óÿâèìî, ùî åëåìåíòàìè ìàòðèöü A òà B ¹ �íåâiäîìi� aij òà bij,
i, j = 1, 2 . . . , n. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî ïîëå ðàöiîíàëüíèõ
ôóíêöié L = K(aij, bij), i, j = 1, 2 . . . , n. Ó öüîìó ïîëi âèçíà÷íèêè
îáîõ ìàòðèöü ¹ ïðîñòî ìíîãî÷ëåíàìè âiä ñâî¨õ åëåìåíòiâ, à, îòæå,
íå ðiâíi íóëþ. Çàñòîñóâàâøè ïîïåðåäíié ðåçóëüòàò, ìè îòðèìó¹ìî,
ùî χAB(λ) = χBA(λ) â ïîëi L. Àëå öå ïðîñòî îçíà÷à¹, ùî χAB(λ)
òà χBA(λ) çáiãàþòüñÿ, ÿê ôóíêöi¨ âiä aij òà bij. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî
ðiâíiñòü χAB(λ) = χBA(λ) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ aij òà bij, íà-
ïðèêëàä äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ K.

2.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 2.1. Çíàéäiòü õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè íàñòóïíèõ
ìàòðèöü:(

2 4
4 −3

)
,
(

0 −2
3 1

)
,

(
2 4 −1
1 0 2
3 −2 1

)
,

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)
,

 1 2 0 0
2 1 0 0
3 1 2 1
1 1 0 3

 ,

 7 1 3 −2
4 2 −1 −1
1 2 0 9
0 0 0 3

 ,

 3 3 1 1
3 3 1 2
0 0 1 1
0 0 1 1

 ,

 2 2 2 1
1 1 1 2
0 0 1 1
0 0 3 3

 ,

 1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1

 .

Çàäà÷à 2.2. Äîâåäiòü, ùî ñóììà äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi
A ∈ Matn×n(K) (òàê çâàíèé �ñëiä� ìàòðèöi A) çáiãà¹òüñÿ iç ñóìîþ
äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöi S−1AS äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáîðîòíî¨ ìà-
òðèöi S ∈ Matn×n(K).
Çàäà÷à 2.3. Äîâåäiòü, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
äîðiâíþ¹ õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíó òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi.
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Çàäà÷à 2.4. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí f(λ) ∈ R[λ] ñòå-
ïåíÿ n òà çi ñòàðøèì êîåôiöi¹íòîì (−1)n ¹ õàðàêòåðèñòè÷íèì
ìíîãî÷ëåíîì äåÿêî¨ ìàòðèöi A ∈ Matn×n(R).
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3 Âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè
3.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Ïîíÿòòÿ âëàñíîãî ÷èñëà òà âëàñíîãî âåêòîðà ¹ ïåðøîäæåðåëîì æîð-
äàíîâî¨ ôîðìè, êðiì òîãî, öå ïîíÿòòÿ çìiñòîâíå íàä áóäü-ÿêèì ïîëåì
i äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçóâàòè çíà÷íó êiëüêiñòü çàäà÷ ÿê òåîðåòè÷íîãî, òàê
i ïðàêòè÷íîãî õàðàêòåðó. Òîæ ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ïîëå K i äîâiëüíó
ìàòðèöþ A ∈ Matn×n(K).
Îçíà÷åííÿ 3.1. ×èñëî λ ∈ K íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì (àáî õàðàê-
òåðèñòè÷íèì) ÷èñëîì ìàòðèöi A, ÿêùî iñíó¹ íåíóëüîâèé âåêòîð
v ∈ Kn òàêèé, ùî Av = λv. Ó öüîìó âèïàäêó âåêòîð v íàçèâà¹òüñÿ
âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi A ç âëàñíèì ÷èñëîì λ.

Çàóâàæèìî, ùî çà îçíà÷åííÿì âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi îáîâ'ÿçêî-
âî íåíóëüîâèé, õî÷ íóëüîâèé âåêòîð çðó÷íî äåêîëè ââàæàòè âëàñíèì
ç áóäü-ÿêèì âëàñíèì ÷èñëîì.

Îñíîâíi âëàñòèâîñòi âëàñíèõ ÷èñåë òà âåêòîðiâ çiáðàíî â íàñòóïíié
òåîðåìi:
Òåîðåìà 3.1. 1. Âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi A ¹ êîðåíi ¨¨ õàðàê-

òåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà i òiëüêè âîíè.
2. Ìíîæèíà V (λ,A) óñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A ç ôiêñî-

âàíèì âëàñíèì ÷èñëîì λ (âðàõîâóþ÷è íóëüîâèé âåêòîð, ÿêèé
ìîæíà ââàæàòè âëàñíèì âåêòîðîì ç áóäü-ÿêèì âëàñíèì ÷èñ-
ëîì) óòâîðþ¹ ïiäïðîñòið â Kn, ðîçìiðíiñòü ÿêîãî çáiãà¹òüñÿ ç
äåôåêòîì ìàòðèöi A− λE.

3. Áàçèñîì ïiäïðîñòîðó V (λ,A) ¹ ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîç-
â'ÿçêiâ (Ô.Ñ.Ð.) îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (Ñ.Ë.Ð.)
ç ìàòðèöåþ A− λE.

4. dimV (λ,A) íå ïåðåâèùó¹ êðàòíîñòi λ ÿê êîðåíÿ õàðàêòåðè-
ñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà.

5. Äîâiëüíèé íàáið âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A ç ïîïàðíî ðiçíè-
ìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèì.

Ìè îäðàçó çàóâàæèìî, ùî âëàñòèâiñòü ìàòè âëàñíi ÷èñëà ñóòò¹âî
çàëåæèòü âiä ïîëÿ K. Îäíà é òà ñàìà ìàòðèöÿ A, ùî ðîçãëÿäà¹òüñÿ
íàä ðiçíèìè ïîëÿìè, ìîæå â îäíîìó âèïàäêó ìàòè âëàñíi ÷èñëà, à
â iíøîìó ¨õ íå ìàòè. Òàê, íàïðèêëàä, ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî äëÿ
ìàòðèöi

A =
(

0 1
−1 0

)
ìà¹ìî χA(λ) = λ2 + 1. ßêùî K = R, òîäi ìíîãî÷ëåí χA(λ) íå ìà¹
êîðåíiâ â K, à îòæå, ìàòðèöÿ A íå ìà¹ âëàñíèõ ÷èñåë (i âëàñíèõ
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âåêòîðiâ). Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî K = C, ìè ìà¹ìî äâà êîðåíi i òà −i
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, i ìàòðèöÿ A ìà¹ íåòðèâiàëüíi ïiäïðî-
ñòîðè V (i, A) òà V (−i, A).

Ó âèïàäêó, êîëè âëàñíå ÷èñëî µ ìàòðèöi A ¹ êðàòíèì êîðåíåì ìíî-
ãî÷ëåíà χA(λ) êðàòíîñòi k, êàæóòü, ùî µ � âëàñíå ÷èñëî êðàòíîñòi
k.

3.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Òåïåð óæå ïî÷èíà¹ ç'ÿâëÿòèñü ïåâíà ðiçíîìàíiòíiñòü. Ìîæíà âèäiëè-
òè òàêi îñíîâíi òèïè çàäà÷ ç öi¹¨ òåìè:
1. Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi.
2. Çíàõîäæåííÿ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi.
3. Çíàõîäæåííÿ âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi.

3.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 3.1. Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) ìàòðèöi A.
• Çíàéòè âñi ðiçíi êîðåíi λ1, λ2, . . . , λk õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà. Ñàìå âîíè i áóäóòü øóêàíèìè âëàñíèìè ÷èñëàìè.

Àëãîðèòì 3.2. Çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A, êîòði
âiäïîâiäàþòü âëàñíîìó ÷èñëó µ (çíàõîäæåííÿ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó
ìàòðèöi A).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíîìó ÷èñëó µ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè ìàòðèöþ A(µ) = A− µE.
• Çíàéòè ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ìàòðèöåþ A(µ). Îòðèìàíà ôóíäàìåíòàëüíà
ñèñòåìà ðîçâ'ÿçêiâ ¹ áàçèñîì âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (µ,A).

Àëãîðèòì 3.3. Çíàõîäæåííÿ âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ âñiõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A íåîáõiäíî:
• Âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 3.1, çíàéòè âñi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi
A.
• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà µ ìàòðèöi A, âèêîðèñòîâóþ÷è àë-
ãîðèòì 3.2, çíàéòè áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (µ,A).

13



3.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 3.1. Çíàéäiòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi(

1 2
2 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
A:

χA(λ) = det
(

1− λ 2
2 1− λ

)
= (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3.

Ðîçâ'ÿæåìî êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ λ2 − 2λ− 3 = 0. Îòðèìó¹ìî λ1 = 3,
λ2 = −1. Öå i áóäóòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A.
Ïðèêëàä 3.2. Çíàéäiòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi

A =

(
1 0 1
0 1 1
1 0 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Çíàéäåìî ñïî÷àòêó õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
A:

χA(λ) = det

(
1− λ 0 1

0 1− λ 1
1 0 1− λ

)
= (1− λ)3 − (1− λ).

Íà öüîìó âàðòî çóïèíèòèñü. Íàñ, íàñïðàâäi, öiêàâèòü íå ñàì ÿâíèé
âèãëÿä õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, à éîãî êîðåíi. Çà òåîðåìîþ
Áåçó, êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà âiäïîâiäàþòü éîãî ëiíié-
íèì äiëüíèêàì. Îòæå, íàì ïîòðiáíî ñàìå çíàéòè ðîçêëàä χA(λ) íà
ëiíiéíi ìíîæíèêè. Ó äàíîìó âèïàäêó ìè ëåãêî ìîæåìî âæå çàðàç
îòðèìàòè ëiíiéíèé ìíîæíèê 1− λ. Îòæå,

χA(λ) = (1− λ)3 − (1− λ) = (1− λ)((1− λ)2 − 1) = (1− λ)(λ2 − 2λ).

Âèíîñÿ÷è ç äðóãîãî ìíîæíèêà λ, ìè îòðèìó¹ìî

χA(λ) = (1− λ)(λ2 − 2λ) = (1− λ)(λ− 2)λ.

Îòæå, çà òåîðåìîþ Áåçó, ìè ìà¹ìî òðè ðiçíi âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 1,
λ2 = 2 òà λ3 = 0.
Ïðèêëàä 3.3. Çíàéäiòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi

A =

 1 1 1 −1
1 1 2 1
0 0 3 −1
0 0 −2 4

 .
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Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A, îä-
íî÷àñíî ðîçêëàäàþ÷è éîãî íà ìíîæíèêè:

χA(λ) = det

 1− λ 1 1 −1
1 1− λ 2 1
0 0 3− λ −1
0 0 −2 4− λ

 =

= ((1− λ)2 − 1)((3− λ)(4− λ)− 2) =
= (λ2−2λ)(λ2−7λ−10) = λ(λ−2)(λ−5)(λ−2) = λ(λ−2)2(λ−5).

Îòæå, ìè ìà¹ìî òðè ðiçíi êîðåíi õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà, òîá-
òî, òðè ðiçíi âëàñíi ÷èñëà λ1 = 0, λ2 = 2 òà λ3 = 5. Ïðè öüîìó âàðòî
çàóâàæèòè, ùî âëàñíå ÷èñëî λ2 = 2 ìà¹ êðàòíiñòü 2.
Ïðèêëàä 3.4. Çíàéäiòü áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì 3 äëÿ ìàòðèöi

A =
(

1 2
3 0

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî âëàñíå ÷èñëî íàì óêàçàíî â
óìîâi çàäà÷i, à îòæå, øóêàòè éîãî íå ïîòðiáíî. Ïåðøèì êðîêîì ìè
âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ A− 3E:

B = A− 3E =
( −2 2

3 −3
)
.

Òåïåð òðåáà ðîçâ'ÿçàòè îäíîðiäíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ìàòðè-
öåþ ÿêî¨ ¹ ìàòðèöÿ B. Äëÿ öüîãî çâîäèìî íàøó ìàòðèöþ äî íîðìàëü-
íî¨ òðàïåöåâèäíî¨ ôîðìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ:( −2 2

3 −3
)
{(−1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 −1
3 −3

)
{[2] + (−3) ∗ [1]} 7→

7→
(

1 −1
0 0

)
Òóò âàðòî çóïèíèòèñü òà ïîÿñíèòè óìîâíi ïîçíà÷åííÿ. Ïåðøå åëåìåí-
òàðíå ïåðåòâîðåííÿ, ùî áóëî çðîáëåíî, öå ìíîæåííÿ ïåðøîãî ðÿäêà
ìàòðèöi íà −1/2. Âiäïîâiäíå óìîâíå ïîçíà÷åííÿ {(−1/2) ∗ [1]} âè-
ïèñàíî çëiâà âiä ïåðåòâîðþâàíî¨ ìàòðèöi. Ó íàñòóïíié ìàòðèöi äî
äðóãîãî ðÿäêà ìè äîäàëè ïåðøèé, ïîìíîæåíèé íà −3. Âiäïîâiäíå ïå-
ðåòâîðåííÿ ïîçíà÷åíî {[2] + (−3) ∗ [1]}.

Äëÿ òîãî, ùîá çíàéòè Ô.Ñ.Ð. íàøî¨ ñèñòåìè, ìè âèáèðà¹ìî ïåðøó
çìiíó çàëåæíîþ, à äðóãó � âiëüíîþ. Ïðèïèñàâøè äî ñèñòåìè ôiêòèâ-
íèé ðÿäîê ç âiëüíîþ çìiííîþ, ìàòèìåìî{

x1 = x2
x2 = x2

,
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àáî æ ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:(
x1
x2

)
=
(

1
1
)
x2.

Çâiäñè ìè çíàõîäèìî, ùî Ô.Ñ.Ð. öi¹¨ îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ñêëàäà¹òüñÿ ç
îäíîãî âåêòîðà, íàïðèêëàä,

v1 =
(

1
1
)
.

Âåêòîð v1 i óòâîðþ¹ áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (3, A).
Çàóâàæåííÿ. Òå, ùî ìè ñïðîìîãëèñÿ çíàéòè íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
íàøî¨ ñèñòåìè, ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ÷èñëî 3 äiéñíî ¹ âëàñíèì ÷èñ-
ëîì ìàòðèöi A. ßêáè, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó, ìè îòðèìàëè, ùî íàøà
ñèñòåìà ìà¹ ëèøå íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê (âiäïîâiäíà Ô.Ñ.Ð. � ïîðîæ-
íÿ), ìè á ìîãëè ñòâåðäæóâàòè, ùî ÷èñëî 3 íå ¹ âëàñíèì ÷èñëîì A,
òîáòî â óìîâi çàäà÷i ïðèïóùåíî ïîìèëêó.

Ìè íå ðàõóâàëè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χA(λ), à îòæå, íå
ìîæåìî íi÷îãî ïåâíîãî ñêàçàòè ïðî êðàòíiñòü 3 ÿê êîðåíÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà. Õiáà ùî ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âîíà íå
ìåíøà çà îäèíèöþ. Ñòâåðäæóâàòè, ùî öÿ êðàíiñòü äîðiâíþ¹ îäè-
íèöi, íà îñíîâi òîãî, ùî ìè îòðèìàëè ¹äèíèé âëàñíèé âåêòîð, íå
ìîæíà. Äàëi ìè ïîáà÷èìî, ùî äîñèòü ÷àñòî ðîçìiðíiñòü âëàñíîãî
ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi, ùî âiäïîâiäà¹ äåÿêîìó ôiêñîâàíîìó âëàñíîìó
÷èñëó, ìåíøà çà êðàòíiñòü öüîãî âëàñíîãî ÷èñëà.
Ïðèêëàä 3.5. Çíàéäiòü áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì 2 äëÿ ìàòðèöi

A =

(
0 1 0
−4 4 0
−2 1 2

)
.

Äîâåäåííÿ. Çíîâó âëàñíå ÷èñëî íàì çàäàíî â óìîâi çàäà÷i. Òîæ, âè-
ïèñó¹ìî ìàòðèöþ B = A− 2E i çâîäèìî ¨¨ äî íîðìàëüíîãî òðàïåöå-
âèäíîãî âèãëÿäó åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè:

B = A− 2E =

(
−2 1 0
−4 2 0
−2 1 0

)
{[2] + (−2) ∗ [1]}{[3] + (−1) ∗ [1]} 7→

7→

(
−2 1 0
0 0 0
0 0 0

)
7→ ( −2 1 0 ) .

Âèïèñó¹ìî îòðèìàíó ñèñòåìó, âèáðàâøè x1 òà x3 âiëüíèìè çìiííèìè,
òà ïåðåïèñó¹ìî ¨¨ ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:{ x1 = x1

x2 = 2x1
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
2
0

)
x1 +

(
0
0
1

)
x3.
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Îòæå, Ô.Ñ.Ð. íàøî¨ ñèñòåìè, à ç íåþ i áàçèñ V (2, A) ñêëàäàþòüñÿ ç
äâîõ âåêòîðiâ, íàïðèêëàä,

v1 =

(
1
2
0

)
, v2 =

(
0
0
1

)
.

Ïðèêëàä 3.6. Çíàéäiòü óñi âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìà-
òðèöi

A =

(
4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó òðåáà çíàéòè âëàñíi ÷èñëà. Äëÿ öüîãî îá÷èñ-
ëþ¹ìî χA(λ):

χA(λ) = det

(
4− λ −5 2

5 −7− λ 3
6 −9 4− λ

)
=

= (4− λ)2(−7− λ)− 90− 90 + 12(7 + λ) + 27(4− λ) + 25(4− λ) =
= −(16− 8λ+ λ2)(7 + λ)− 40λ+ 112 = −λ3 + λ2 = −λ2(λ− 1).

Îòæå, ìè ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 0 êðàòíîñòi 2 òà λ2 = 1
êðàòíîñòi 1.

Çíàõîäèìî áàçèñ V (λ1, A) = V (0, A). Äëÿ öüîãî âèïèñó¹ìî ìà-
òðèöþ B1 = A − λ1E = A òà çâîäèìî ¨¨ äî íåîáõiäíîãî âèãëÿäó
(÷åðåç {[1]↔[2]} ïîçíà÷åíî åëåìåíòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ïåðåñòàíîâêè
ïåðøîãî òà äðóãîãî ðÿäêiâ):(

4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)
{[2] + (−1) ∗ [1]}{[1]↔[2]} 7→

(
1 −2 1
4 −5 2
6 −9 4

)

{[2] + (−4) ∗ [1]}{[3] + (−6) ∗ [1]} 7→

(
1 −2 1
0 3 −2
0 3 −2

)
7→

7→
(

1 −2 1
0 3 −2

)
{(1/3) ∗ [2]} 7→

7→
( 1 −2 1

0 1 −2/3

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
1 0 −1/3
0 1 −2/3

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ i ïåðåïèñó¹ìî ñèñòåìó:{
x1 = 1/3x3
x2 = 2/3x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
2
3

)
x3/3.
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Îòæå, áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (0, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåê-
òîðà, íàïðèêëàä,

v1 =

(
1
2
3

)
.

Çíàõîäèìî áàçèñ V (λ2, A) = V (1, A). Äëÿ öüîãî âèïèñó¹ìî ìà-
òðèöþ B1 = A− λ1E = A− E òà çâîäèìî ¨¨ äî íåîáõiäíîãî âèãëÿäó:(

3 −5 2
5 −8 3
6 −9 3

)
{[3] + (−1) ∗ [2]}{[1]↔[3]} 7→

(
1 −1 0
5 −8 3
3 −5 2

)

{[2] + (−5) ∗ [1]}{[3] + (−3) ∗ [1]} 7→

(
1 −1 0
0 −3 3
0 −2 2

)
7→
(

1 −1 0
0 3 −3

)
{(1/3) ∗ [2]} 7→

(
1 −2 1
0 1 −1

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
1 0 −1
0 1 −1

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ i ïåðåïèñó¹ìî ñèñòåìó:{ x1 = x3
x2 = x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
1

)
x3.

Îòæå, áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (1, A) òàêîæ ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíî-
ãî âåêòîðà, íàïðèêëàä,

v2 =

(
1
1
1

)
.

Ïðèêëàä 3.7. Çíàéäiòü óñi âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìà-
òðèöi

A =

(
4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó òðåáà çíàéòè âëàñíi ÷èñëà. Äëÿ öüîãî îá÷èñ-
ëþ¹ìî χA(λ):

χA(λ) = det

(
4− λ −5 7

1 −4− λ 9
−4 0 5− λ

)
= (4− λ)(−4− λ)(5− λ) +

+ 180 + 28(−4− λ) + 5(5− λ) = −(16− λ2)(5− λ)− 33λ+ 93 =
= −λ3 + 5λ2 − 17λ+ 13 = −(λ− 1)(λ2 − 4λ+ 13).
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Òóò âàðòî çóïèíèòèñü. Ìè âæå îòðèìàëè îäíå âëàñíå ÷èñëî λ1 = 1.
Ðåøòà âëàñíèõ ÷èñåë � öå êîðåíi ìíîãî÷ëåíà λ2 − 4λ + 13. Àëå öåé
êâàäðàòíèé òðè÷ëåí ìà¹ âiä'¹ìíèé äèñêðèìiíàíò −36. Öå îçíà÷à¹,
ùî íàÿâíiñòü êîðåíiâ öüîãî ìíîãî÷ëåíà iñòîòíî çàëåæèòü âiä ïîëÿ K.
ßêùî K = R, ìíîãî÷ëåí λ2 − 4λ + 13 íå ìà¹ êîðåíiâ. ßêùî K = C,
ìíîãî÷ëåí λ2− 4λ+ 13 ìà¹ äâà êîðåíi λ2 = 2 + 3i òà λ3 = 2− 3i. Ìè
ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó â îáîõ âèïàäêàõ.

Ñïî÷àòêó � ïðîñòiøèé âèïàäîê K = R. Ìè ìà¹ìî ¹äèíå âëàñíå
÷èñëî λ1 = 1. Çíàõîäèìî áàçèñ V (λ1, A) = V (1, A). Äëÿ öüîãî âèïè-
ñó¹ìî ìàòðèöþ B1 = A− λ1E = A− E, òà çâîäèìî ¨¨ äî íåîáõiäíîãî
âèãëÿäó:(

3 −5 7
1 −5 9
−4 0 4

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 −5 9
3 −5 7
−4 0 4

)
{[2] + (−3) ∗ [1]}

{[3] + 4 ∗ [1]} 7→

(
1 −5 9
0 10 −20
0 −20 40

)
7→
(

1 −5 9
0 10 −20

)
{(1/10) ∗ [2]} 7→

(
1 −5 9
0 1 −2

)
{[1] + 5 ∗ [2]} 7→

(
1 0 −1
0 1 −2

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ i ïåðåïèñó¹ìî ñèñòåìó:{ x1 = x3
x2 = 2x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
2
1

)
x3.

Îòæå, áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (1, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåê-
òîðà, íàïðèêëàä,

v1 =

(
1
2
1

)
.

Ó âèïàäêó K = R ðîçâ'çàííÿ çàêií÷åíî.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê K = C. Çâè÷àéíî, âëàñíå ÷èñëî λ1 = 1

çàëèøà¹òüñÿ, i çàëèøà¹òüñÿ áàçèñ V (1, A), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âèùåíà-
âåäåíîãî âåêòîðà v1. Ìè æ ïåðåõîäèìî äî λ2 = 2 + 3i. Âèïèñó¹ìî
ìàòðèöþ B1 = A− λ2E = A− (2 + 3i)E òà çâîäèìî ¨¨ äî íåîáõiäíîãî
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âèãëÿäó:(
2− 3i −5 7

1 −6− 3i 9
−4 0 3− 3i

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 −6− 3i 9

2− 3i −5 7
−4 0 3− 3i

)

{[2] + (−2 + 3i) ∗ [1]}{[3] + 4 ∗ [1]} 7→

(
1 −6− 3i 9
0 16− 12i −11 + 27i
0 −24− 12i 39− 3i

)

{(1/3) ∗ [3]} 7→

(
1 −6− 3i 9
0 16− 12i −11 + 27i
0 −8− 4i 13− i

)
{[2] + (1− 2i) ∗ [3]} 7→(

1 −6− 3i 9
0 0 0
0 −8− 4i 13− i

)
7→
(

1 −6− 3i 9
0 −8− 4i 13− i

)
{[1] + (−3/4) ∗ [2]}

7→
(

1 0 −3+3i
4

0 −8− 4i 13− i

){
(−8− 4i)−1 ∗ [2]

}
7→
(

1 0 −3+3i
4

0 1 −5+3i
4

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ i ïåðåïèñó¹ìî ñèñòåìó:{
x1 = ((3− 3i)/4)x3
x2 = ((5− 3i)/4)x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
3− 3i
5− 3i

4

)
x3/4.

Îòæå, áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (2 + 3i, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî
âåêòîðà, íàïðèêëàä,

v2 =

(
3− 3i
5− 3i

4

)
.

Íàðåøòi ðîçãëÿíåìî λ3 = 2 − 3i. Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ B1 = A −
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λ3E = A− (2− 3i)E, òà çâîäèìî ¨¨ äî íåîáõiäíîãî âèãëÿäó:(
2 + 3i −5 7

1 −6 + 3i 9
−4 0 3 + 3i

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 −6 + 3i 9

2 + 3i −5 7
−4 0 3 + 3i

)

{[2] + (−2− 3i) ∗ [1]}{[3] + 4 ∗ [1]} 7→

(
1 −6 + 3i 9
0 16 + 12i −11− 27i
0 −24 + 12i 39 + 3i

)

{(1/3) ∗ [3]} 7→

(
1 −6 + 3i 9
0 16 + 12i −11− 27i
0 −8 + 4i 13 + i

)
{[2] + (1 + 2i) ∗ [3]} 7→(

1 −6 + 3i 9
0 0 0
0 −8 + 4i 13 + i

)
7→
(

1 −6 + 3i 9
0 −8 + 4i 13 + i

)
{[1] + (−3/4) ∗ [2]}

7→
(

1 0 −3−3i
4

0 −8 + 4i 13 + i

){
(−8 + 4i)−1 ∗ [2]

}
7→
(

1 0 −3−3i
4

0 1 −5−3i
4

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ i ïåðåïèñó¹ìî ñèñòåìó:{
x1 = ((3 + 3i)/4)x3
x2 = ((5 + 3i)/4)x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
3 + 3i
5 + 3i

4

)
x3/4.

Îòæå, áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó V (2− 3i, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî
âåêòîðà, íàïðèêëàä,

v3 =

(
3 + 3i
5 + 3i

4

)
.

3.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Òåîðåòè÷íèõ çàäà÷ íà öþ òåìó äóæå áàãàòî. Ìè íàâåäåìî ðîçâ'ÿ-
çàííÿ òèõ çàäà÷, ùî, íà íàø ïîãëÿä, íàéáiëüø ñóòò¹âî ïîÿñíþþòü
âëàñòèâîñòi âëàñíèõ ÷èñåë òà âåêòîðiâ i íàéøèðøå çàñòîñîâóþòüñÿ â
ïîäàëüøîìó êóðñi.
Ïðèêëàä 3.8. Íåõàé A òà B ïîçíà÷àþòü äâi äîâiëüíi êîìóòóþ÷i
ìàòðèöi (òîáòî AB = BA). Ïðèïóñòèìî, ùî äåÿêå λ ∈ C ¹ âëàñ-
íèì ÷èñëîì ìàòðèöi A. Äîâåäiòü, ùî ïðîñòið V (λ,A) iíâàðiàíòíèé
âiäíîñíî B (òîáòî BV (λ,A) ⊂ V (λ,A)).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé v ∈ V (λ,A), v 6= 0. Öå îçíà÷à¹, ùî Av = λv. Òîäi

A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Av) = B(λv) = λBv.
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ÒîáòîBv ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðàA ç âëàñíèì ÷èñëîì λ, çâiäêè
Bv ∈ V (λ,A). Îñòàòî÷íî BV (λ,A) ⊂ V (λ,A).
Ïðèêëàä 3.9. Íåõàé A ∈ Matn×n(K) � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ.
Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöi A òà A−1 ìàþòü îäíi é òi ñàìi âëàñíi âåê-
òîðè.
Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ñèìåòðiþ (A−1)−1 = A, íàì äîñèòü äîâåñòè,
ùî äîâiëüíèé âëàñíèé âåêòîð v ìàòðèöi A ¹ òàêîæ âëàñíèì âåêòîðîì
ìàòðèöi A−1. Íåõàé Av = λv. Îñêiëüêè A � íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ,
ìè ìà¹ìî λ 6= 0. Îòæå,

A−1v = A−1λ−1(λv) = λ−1A−1(λv) =
= λ−1A−1(Av) = λ−1(A−1A)v = λ−1Ev = λ−1v.

Òîáòî v äiéñíî ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà A−1 ç âëàñíèì ÷èñëîì
λ−1.
Ïðèêëàä 3.10. Çíàéäiòü âñi âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìà-
òðèöi A ∈ Mat8×8(C), A = (aij)8

i,j=1, äëÿ ÿêî¨ aij = 0, ÿêùî i + j
íåïàðíå òà aij = 1, ÿêùî i+ j ïàðíå.
Äîâåäåííÿ. Øóêàòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ó öüîìó âèïàäêó
íå äóæå âæå é õî÷åòüñÿ. Ïî-ïåðøå, öå íåàáèÿê âàæêî � ðàõóâàòè
âèçíà÷íèê âîñüìîãî ïîðÿäêó. Ïî-äðóãå, íàâiòü îá÷èñëèøè éîãî, ìè
íå ìà¹ìî âïåâíåíîñòi, ùî çìîæåìî çíàéòè âëàñíi ÷èñëà, áî ôîðìóë
äëÿ îá÷èñëåííÿ êîðåíiâ ðiâíÿííÿ âîñüìîãî ïîðÿäêó íå iñíó¹. Îòæå,
ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷ó òðåáà ÿêîñü iíàêøå. Íàéêðàùå � ÷è íå ñïðîáó-
âàòè ïðîñòî âãàäàòè âëàñíi âåêòîðè.

Ïîäèâèìîñü ñïî÷àòêó íà ðàíã ìàòðèöi. Îêðåìî ïàðíi i îêðåìî
íåïàðíi ðÿäêè íàøî¨ ìàòðèöi îäíàêîâi, à ïåðøèé òà äðóãèé ðÿäêè �
ëiíiéíî íåçàëåæíi. Çâiäñè ëåãêî îòðèìó¹ìî, ùî ðàíã A äîðiâíþ¹ 2,
òîáòî ÿäðî âiäïîâiäíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ìà¹ ðîçìiðíiñòü 8− 2 =
6. Òîáòî, ìè ìîæåìî îäðàçó çíàéòè öiëèõ 6 ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñ-
íèõ âåêòîðiâ iç âëàñíèì çíà÷åííÿì 0. Çíàéäåìî ¨õ. Äëÿ öüîãî íàì
òðåáà çíàéòè Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìàòðèöåþ(

1 0 1 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1

)
.

Âèáåðåìî çà âiëüíi çìiííi x3, . . . , x8 òà âèðàçèìî ðåøòó ÷åðåç íèõ:

x1 = −x3 − x5 − x7
x2 = −x4 − x6 − x8
x3 = x3
x4 = x4
x5 = x5
x6 = x6
x7 = x7
x8 = x8

.
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Òåïåð ïåðåïèøåìî ñèñòåìó ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:
x1
x2
x3
x4
x5
x6
x7
x8

 =



−1
0
1
0
0
0
0
0

x3 +



0
−1
0
1
0
0
0
0

x4 +



−1
0
0
0
1
0
0
0

x5 +

+



0
−1
0
0
0
1
0
0

x6 +



−1
0
0
0
0
0
1
0

x7 +



0
−1
0
0
0
0
0
1

x8.

Çâiäñè çíàõîäèìî òàêèé áàçèñ V (0, A) (äëÿ åêîíîìi¨ ìiñöÿ ìè çàïè-
øåìî çíàéäåíi áàçèñíi âåêòîðè â ðÿäîê):

v1 = (−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0); v2 = (0,−1, 0, 1, 0, 0, 0, 0);

v3 = (−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0); v4 = (0,−1, 0, 0, 0, 1, 0, 0);

v5 = (−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0); v6 = (0,−1, 0, 0, 0, 0, 0, 1).

Ìè âæå çíàéøëè øiñòü âëàñíèõ âåêòîðiâ (ëiíiéíî íåçàëåæíèõ).
ßêùî íàì ïîùàñòèòü, i ìè çìîæåìî âãàäàòè ùå äâà, ìè ñòâåðäæóâà-
òèìåìî, ùî áiëüøå ¨õ áóòè i íå ìîæå. Àëå òi äâà âåêòîðè, ùî çàëè-
øèëèñü, âãàäàòè äóæå ëåãêî: öå áóäóòü âåêòîðè

v7 = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) òà v8 = (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0),

ùî ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè A ç âëàñíèì ÷èñëîì 4. �õ ëiíiéíà íåçà-
ëåæíiñòü î÷åâèäíà, à ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü ç ïîïåðåäíiìè âèïëèâà¹ ç
òåîðåìè 3.1. Îñòàíí¹ i çàâåðøó¹ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i.
Ïðèêëàä 3.11. Çíàéäiòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A = BTB, äå B =
(b1, b2, . . . , bn) � ìàòðèöÿ-ðÿäîê.
Äîâåäåííÿ. Ó öié çàäà÷i âëàñíi âåêòîðè òàêîæ òðåáà ñïðîáóâàòè âãà-
äàòè. Ïî-ïåðøå, îñêiëüêè ìàòðèöi B òà BT ìàþòü ðàíã ≤ 1 (B �
ìàòðèöÿ-ðÿäîê), ìè îòðèìó¹ìî, ùî ðàíãA íå ïåðåâèùó¹ 1. Çðîçóìiëî,
ùî ó âèïàäêó, êîëè bi = 0 äëÿ âñiõ i, ìàòðèöÿ A íóëüîâà, i ìè ìà¹ìî
¹äèíå âëàñíå ÷èñëî 0 (êðàòíîñòi n). ßêùî æ õî÷à á îäíå ç bi âiäìiííå
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âiä íóëÿ, ìàòðèöÿ A ¹ íåíóëüîâîþ, à òîìó ìà¹ ðàíã 1. Ç îñòàííüîãî
îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ïðè n > 1 ÷èñëî 0 ¹ âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèöi
(êðàòíîñòi, ùîíàéìåíøå, n− 1). Äàâàéòå ïîäèâèìîñü, ÷è ¹ ó ìàòðèöi
A iíøi âëàñíi ÷èñëà.

Ìè çíà¹ìî, ùî ñóìà âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi äîðiâíþ¹ ñëiäó ìà-
òðèöi (òåîðåìà 2.1), òîáòî ñóìi âñiõ ¨¨ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ. Îñòàíí¹
îçíà÷à¹, ùî â íàøîìó âèïàäêó ñóììà âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A
äîðiâíþ¹ S = a2

1 +a2
2 + · · ·+a2

n. Àëå ìè ìà¹ìî ïðèíàéìíi n−1 âëàñíå
÷èñëî 0. Îòæå, ÿêùî S 6= 0, âëàñíå ÷èñëî 0 ìà¹ êðàòíiñòü ðiâíî n−1,
i ¹ ùå îäíå âëàñíå ÷èñëî � S êðàòíîñòi 1. ßêùî æ S = 0, òîäi 0 �
¹äèíå âëàñíå ÷èñëî íàøî¨ ìàòðèöi êðàòíîñòi n.
Ïðèêëàä 3.12. Íåõàé ìàòðèöÿ A2 ìà¹ âëàñíå ÷èñëî λ2. Äîâåäiòü,
ùî ìàòðèöÿ A ìà¹ âëàñíèì ÷èñëîì λ àáî −λ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé v 6= 0 � âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì λ2. Òîäi (A2 − λ2E)v = (A2 − λ2E2)v = 0. Àëå

(A2 − λ2E2) = (A− λE)(A+ λE),

i ìè ìîæåìî çàïèñàòè (A− λE)(A+ λE)v = 0. ßêùî (A+ λE)v = 0,
òîäi v � âëàñíèé âåêòîð A ç âëàñíèì ÷èñëîì−λ. ßêùî æ (A+λE)v =
w 6= 0, òîäi (A−λE)w = 0, i w � âëàñíèé âåêòîð A ç âëàñíèì ÷èñëîì
λ.

3.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 3.1. Çíàéäiòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöü(

2 3
3 2

)
,
( −1 4

2 1
)
,

(
2 −1 2
5 −3 3
−1 0 2

)
,

(
1 1 1
1 1 1
−2 −2 −2

)
,

(
1 2 3
2 4 6
4 8 12

)
,

(
1 1 1
2 2 2
3 3 3

)
.

Çàäà÷à 3.2. Çíàéäiòü áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì 7 äëÿ ìàòðèöi

A =
(

4 3
3 4

)
.

Çàäà÷à 3.3. Çíàéäiòü áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì 0 äëÿ ìàòðèöi

A =

(
3 4 5
6 7 8
9 10 11

)
.
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Çàäà÷à 3.4. Çíàéäiòü áàçèñ âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì 3 äëÿ ìàòðèöi

A =

 3 0 5 2
2 1 1 −1
0 0 5 −2
0 0 1 2

 .

Çàäà÷à 3.5. Çíàéäiòü óñi âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöü(
1 i
i 1

)
,
(

1 1
−1 −1

)
,

(
7 −12 6
10 −19 10
12 −24 13

)
,

(
1 2 1
2 1 2
2 4 2

)
,

 3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

 ,

 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
2 2 2 2
−2 −2 −2 −2

 ,

 1 0 1 −1
0 −1 0 2
1 0 1 3
0 0 0 4

 .

Çàäà÷à 3.6. Çíàäiòü óñi âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi
A ∈ Mat8×8(C), A = (aij)8

i,j=1, äëÿ ÿêî¨ aij = 1, ÿêùî i + j íåïàðíå,
òà aij = 0, ÿêùî i+ j ïàðíå.
Çàäà÷à 3.7. Çíàäiòü óñi âëàñíi ÷èñëà òà âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi
îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ â K[x]n.
Çàäà÷à 3.8. Çíàäiòü óñi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi îïåðàòîðà f(x) 7→
f(ax+ b) â K[x]n (a, b � ôiêñîâàíi ÷èñëà).
Çàäà÷à 3.9. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó ïîïàðíî êîìóòó-
þ÷èõ îïåðàòîðiâ iñíó¹ ñïiëüíèé âëàñíèé âåêòîð.
Çàäà÷à 3.10. Äîâåäiòü, ùî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi An äîðiâíþþòü
(ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi) n-ì ñòåïåíÿì âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi
A.
Çàäà÷à 3.11. Äîâåäiòü, ùî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöü A òà AT çáiãà-
þòüñÿ (ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi).
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4 Äiàãîíàëiçîâíi ìàòðèöi òà äiàãîíàëüíà ôîðìà
4.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Íåõàé A ïîçíà÷à¹ äåÿêó êâàäðàòíó ìàòðèöþ ðîçìiðó n×n íàä ïîëåì
K.
Îçíà÷åííÿ 4.1. Ãîâîðÿòü, ùî ìàòðèöÿ A çâîäèòüñÿ äî äiàãîíàëü-
íî¨ ôîðìè (¹ äiàãîíàëiçîâíîþ), ÿêùî iñíó¹ òàêà íåâèðîäæåíà ìà-
òðèöÿ S ∈ Matn×n(K), ùî ìàòðèöÿ S−1AS ¹ äiàãîíàëüíîþ. Ó öüîìó
âèïàäêó ìàòðèöþ S íàçèâàþòü ìàòðèöåþ ïåðåõîäó äî äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè.

Ìîâîþ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ äiàãîíàëiçîâíiñòü ìàòðèöi ïðîñòî îçíà-
÷à¹, ùî âiäïîâiäíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð ìàòèìå äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ
ïiñëÿ äåÿêî¨ çàìiíè áàçè â ïðîñòîði Kn. Êðiì òîãî, òðåáà çàóâàæè-
òè, ùî ìàòðèöÿ S, ïðî ÿêó çãàäóâàëîñÿ ó âèçíà÷åííi, âçàãàëi êàæó÷è,
âèçíà÷åíà íå îäíîçíà÷íî. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi äiàãîíàëiçîâíèõ ìà-
òðèöü òà óìîâè äiàãîíàëiçîâíîñòi çiáðàíî â íàñòóïíié òåîðåìi:
Òåîðåìà 4.1. 1. Äiàãîíàëüíà ôîðìà êâàäðàòíî¨ äiàãîíàëiçîâíî¨ ìà-

òðèöi âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè äià-
ãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ.

2. ßêùî χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè òà íå ìà¹
êðàòíèõ êîðåíiâ, òîäi ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.

3. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ A áóëà äiàãîíàëiçîâíîþ, íåîáõiäíî i äî-
ñòàòíüî ùîá, ïî-ïåðøå, ìíîãî÷ëåí χA(λ) ðîçêëàäàâñÿ íà ëiíié-
íi ìíîæíèêè i, ïî-äðóãå, äëÿ äîâiëüíîãî âëàñíîãî ÷èñëà µ êðàò-
íiñòü µ ÿê êîðåíÿ ìíîãî÷ëåíà χA(λ) äîðiâíþâàëà ðîçìiðíîñòi
ïiäïðîñòîðó V (µ,A).

Çãiäíî ç îñòàííiì ïóíêòîì òåîðåìè 4.1 äiàãîíàëiçîâíiñòü ìàòðèöi
ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ìîæëèâîñòi ðîçêëàäó õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà íà ëiíiéíi ìíîæíèêè. Ìè âæå äîáðå çíà¹ìî, ùî ðîçêëàä ìíî-
ãî÷ëåíà íà ìíîæíèêè ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ïîëÿ K. Îòæå, äiàãî-
íàëiçîâíiñòü ìàòðèöi òàê ñàìî ñóòò¹âî çàëåæèòü âiä ïîëÿ K. Òîáòî
îäíà é òà ñàìà ìàòðèöÿ, ðîçãëÿíóòà íàä ðiçíèìè ïîëÿìè, ìîæå áóòè
äiàãîíàëiçîâíîþ â îäíîìó âèïàäêó òà íåäiàãîíàëiçîâíîþ â iíøîìó.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî âëàñòèâiñòü áóòè äiàãîíàëiçîâíîþ íå çàëåæèòü
âiä ïåðåâèáîðó áàçèñó â ïðîñòîði. Îòæå, ìà¹ ñåíñ ãîâîðèòè ïðî äiàãî-
íàëiçîâíi ëiíiéíi îïåðàòîðè, òîáòî îïåðàòîðè, ùî ìàþòü äiàãîíàëüíó
ìàòðèöþ â äåÿêîìó áàçèñi. Iíøèìè ñëîâàìè, öå îïåðàòîðè, äëÿ ÿêèõ
iñíó¹ áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ.

4.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Iñíó¹ äåêiëüêà îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷ ïðî äiàãîíàëiçîâíi ìàòðèöi, à
ñàìå:
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1. Ïåðåâiðèòè, ÷è áóäå äàíà ìàòðèöÿ A äiàãîíàëiçîâíîþ.
2. Çíàéòè äiàãîíàëüíó ôîðìó ìàòðèöi A.
3. Çâåñòè ìàòðèöþ A äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó, òîáòî çíàéòè ¨¨ äià-

ãîíàëüíó ôîðìó òà âiäïîâiäíó ìàòðèöþ ïåðåõîäó.

4.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 4.1. Ïåðåâiðêà ìàòðèöi A íà äiàãîíàëiçîâíiñòü.

Äëÿ ïåðåâiðêè ìàòðèöi A íà äiàãîíàëiçîâíiñòü íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí χA(λ) ìàòðèöi A.
• Ñïðîáóâàòè ðîçêëàñòè χA(λ) íà ëiíiéíi ìíîæíèêè. ßêùî öå íåìîæ-
ëèâî, çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ìàòðèöÿ A íå ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.
• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà µ, êðàòíiñòü ÿêîãî áiëüøà 1, çíàé-
òè äåôåêò ìàòðèöi A− µE. ßêùî äëÿ êîæíîãî òàêîãî âëàñíîãî
÷èñëà îòðèìàíèé äåôåêò çáiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ µ â χA(λ), ìà-
òðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ. ßêùî õî÷à á äëÿ îäíîãî µ îòðèìàíèé
äåôåêò áóäå ìåíøå êðàòíîñòi µ â χA(λ), ìàòðèöÿ A íå ¹ äiàãî-
íàëiçîâíîþ.

Àëãîðèòì 4.2. Çíàõîäæåííÿ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè ìàòðèöi A.
Äëÿ çíàõîäæåííÿ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè ìàòðèöi A íåîáõiäíî:
• Ïåðåâiðèòè ìàòðèöþA íà äiàãîíàëiçîâíiñòü, âèêîðèñòîâóþ÷è àë-
ãîðèòì 4.1.
• ßêùî ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ, òîäi âèïèñàòè ¨¨ äiàãîíàëüíó
ôîðìó íàñòóïíèì ÷èíîì: Âèïèñàòè äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ, ùî
ìiñòèòü íà äiàãîíàëi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A, ïðè÷îìó êîæíå
âëàñíå ÷èñëî çóñòði÷à¹òüñÿ ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.

Àëãîðèòì 4.3. Çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó.
Äëÿ çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó íåîáõiäíî:
• Ïåðåâiðèòè ìàòðèöþA íà äiàãîíàëiçîâíiñòü, âèêîðèñòîâóþ÷è àë-
ãîðèòì 4.1.
• ßêùî ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ, òîäi çíàéòè âñi âëàñíi âåê-
òîðè ìàòðèöi A, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 3.3.
• Äiàãîíàëüíà ôîðìó Ad ìàòðèöi A òà ìàòðèöÿ S âèïèñóþòüñÿ
óçãîäæåíî â òàêèé ñïîñiá: ïî÷èíàþ÷è ç ëiâîãî âåðõíüîãî êóò-
êà ïî äiàãîíàëi â ìàòðèöþ Ad âèïèñó¹òüñÿ ïåðøå âëàñíå ÷èñëî
ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü. Îäíî÷àñíî, ïî÷èíàþ÷è çëiâà,
â ìàòðèöþ B ïî ñòîâï÷èêàõ âèïèñóþòüñÿ êîîðäèíàòè çíàéäåíèõ
âåêòîðiâ, ÿêi ¹ áàçèñîì âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi A, ùî âiä-
ïîâiäà¹ ïåðøîìó âëàñíîìó ÷èñëó. Ïîòiì óñå ïðîäîâæó¹òüñÿ äëÿ
äðóãîãî âëàñíîãî ÷èñëà, äëÿ òðåòüîãî âëàñíîãî ÷èñëà i òàê äàëi.

27



4.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 4.1. Ïåðåâiðòå íà äiàãîíàëiçîâíiñòü ìàòðèöþ

A =
(

2 1
−4 −2

)
.

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det
(

2− λ 1
−4 −2− λ

)
= (2− λ)(−2− λ) + 4 = λ2.

Îòæå, χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i ìè ìà¹ìî ¹äèíå
âëàñíå ÷èñëî λ1 = 0 êðàòíîñòi 2.

Ïðîòå ìàòðèöÿ

A− 0E =
(

2 1
−4 −2

)
,

î÷åâèäíî, ìà¹ äåôåêò íå áiëüøèé çà îäèíèöþ, îñêiëüêè ¹ íåíóëüîâîþ
i ìà¹ ðîçìið 2×2. Çâiäñè ìè îòðèìó¹ìî, ùî äåôåêò öi¹¨ ìàòðèöi ìåíøå
çà êðàòíiñòü 0 ÿê êîðåíÿ χA(λ). Îòæå, A íå ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.
Ïðèêëàä 4.2. Ïåðåâiðòå íà äiàãîíàëiçîâíiñòü ìàòðèöþ

A =

(
1 2 2
2 1 2
2 2 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

(
1− λ 2 2

2 1− λ 2
2 2 1− λ

)
= (1−λ)3+8+8−3·4·(1−λ) =

= 1− 3λ+ 3λ2 − λ3 + 4 + 12λ = −λ3 + 3λ2 + 9λ+ 5.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî −1 ¹ êîðåíåì öüîãî ìíîãî÷ëåíà, îòæå

χA(λ) = −λ3 + 3λ2 + 9λ+ 5 = −(λ+ 1)(λ2 − 4λ− 5).
Ðîçâ'ÿçàâøè êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ, çíàõîäèìî éîãî êîðåíi −1 òà 5.
Çâiäñè χA(λ) = −(λ+1)2(λ−5). Îòæå, χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè i ìè ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: λ1 = −1 êðàòíîñòi 2 òà λ2 = 5
êðàòíîñòi 1.

Òåïåð íàì íåîáõiäíî çíàéòè äåôåêò ìàòðèöi A− (−1)E. Ìà¹ìî

A+ E =

(
2 2 2
2 2 2
2 2 2

)
7→ ( 2 2 2 ) .

Îòæå, ðàíã ìàòðèöi A+E äîðiâíþ¹ 1, à ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 3−1 = 2.
Ìè áà÷èìî, ùî âií çüiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ âëàñíîãî ÷èñëà −1 â χA(λ).
Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.
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Ïðèêëàä 4.3. Çíàäiòü äiàãîíàëüíó ôîðìó ìàòðèöi

A =

 1 2 2 1
2 1 −1 1
0 0 2 1
0 0 4 2

 .

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

 1− λ 2 2 1
2 1− λ −1 1
0 0 2− λ 1
0 0 4 2− λ

 =

= ((1− λ)2 − 4)× ((2− λ)2 − 4) =
= (λ2 − 2λ− 3)(λ2 − 4λ) = (λ+ 1)(λ− 3)(λ− 4)λ.

Îòæå, χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i ìè ìà¹ìî ÷îòèðè
ðiçíi âëàñíi ÷èñëà λ1 = −1 êðàòíîñòi 1, λ2 = 3 êðàòíîñòi 1, λ3 = 4
êðàòíîñòi 1 òà λ4 = 0 êðàòíîñòi 1. Çãiäíî ç äîñòàòíüîþ óìîâîþ äià-
ãîíàëiçîâíîñòi (äðóãèé ïóíêò òåîðåìè 4.1) ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâ-
íîþ.

Äëÿ òîãî, ùîá âèïèñàòè äiàãîíàëüíó ôîðìó B ìàòðèöi A, ìè ïðî-
ñòî âèïèñó¹ìî äiãîíàëüíó ìàòðèöþ ðîçìiðó 4 × 4, íà äiàãîíàëü ÿêî¨
ïî ÷åðçi âïèñó¹ìî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A (òóò íå òðåáà âðàõîâóâàòè
êðàòíiñòü, òîìó ùî êðàòíiñòü óñiõ âëàñíèõ ÷èñåë íàøî¨ ìàòðèöi 1).
Îòæå, ìè ïèøåìî ÷èñëî −1 ó äiàãîíàëüíó êëiòèíêó ïåðøîãî ðÿäêà,
÷èñëî 3 ó äiàãîíàëüíó êëiòèíêó äðóãîãî ðÿäêà, ÷èñëî 4 ó äiàãîíàëüíó
êëiòèíêó òðåòüîãî ðÿäêà i ÷èñëî 0 ó äiàãîíàëüíó êëiòèíêó îñòàííüîãî,
÷åòâåðòîãî ðÿäêà. Ìà¹ìî òàêó âiäïîâiäü:

B =

 −1 0 0 0
0 3 0 0
0 0 4 0
0 0 0 0

 .

Ïðèêëàä 4.4. Çíàéäiòü äiàãîíàëüíó ôîðìó ìàòðèöi

A =

 −1 −1 0 0
−1 −1 0 0
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1

 .

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

 −1− λ −1 0 0
−1 −1− λ 0 0
−1 −1 −1− λ −1
−1 −1 −1 −1− λ

 =

= ((−1− λ)2 − 1)2 = (λ2 + 2λ)2 = λ2(λ+ 2)2.
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Îòæå, χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i ìè ìà¹ìî äâà âëàñ-
íi ÷èñëà: λ1 = 0 êðàòíîñòi 2 òà λ2 = −2 êðàòíîñòi 2. Îáèäâà âëàñíi
÷èñëà ìàþòü êðàòíiñòü, áiëüøó çà 1, à òîìó íåîáõiäíî ïiäðàõóâàòè
äåôåêòè âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü. Äëÿ λ1 = 0 ìà¹ìî:

A− 0E = A =

 −1 −1 0 0
−1 −1 0 0
−1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 −1

 7→ ( −1 −1 0 0
−1 −1 −1 −1

)
.

Ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâ-
íþ¹ 4− 2 = 2. Öå çáiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ λ1 â χA(λ).

Äëÿ λ2 = −2 ìà¹ìî:

A+ 2E =

 1 −1 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

 {[2] + 1 ∗ [1]}

{[3] + 1 ∗ [1]}{[4] + 1 ∗ [1]} 7→

 1 −1 0 0
0 0 0 0
0 −2 1 −1
0 −2 −1 1

 7→
7→

(
1 −1 0 0
0 −2 1 −1
0 −2 −1 1

)
{[3] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
1 −1 0 0
0 −2 1 −1
0 0 −2 2

)
.

Ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ 3, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâ-
íþ¹ 4−3 = 1. Öå ìåíøå íiæ êðàòíiñòü λ2 â χA(λ). Çãiäíî ç êðèòåði¹ì
äiàãîíàëiçîâíîñòi (òðåòié ïóíêò òåîðåìé 4.1) ìàòðèöÿ A íå ¹ äiàãî-
íàëiçîâíîþ. Îòæå, ãîâîðèòè ïðî ¨¨ äiàãîíàëüíó ôîðìó íå ìîæíà. Ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷i íå ¹ êîððåêòíîþ.
Ïðèêëàä 4.5. Çíàéäiòü äiàãîíàëüíó ôîðìó ìàòðèöi

A =

 3 2 1 1
2 3 1 1
0 0 2 1
0 0 1 2

 .

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

 3− λ 2 1 1
2 3− λ 1 1
0 0 2− λ 1
0 0 1 2− λ

 = ((3− λ)2 − 4) ·

· ((2− λ)2 − 1) = (λ2 − 6λ+ 5)(λ2 − 4λ+ 3) =
= (λ− 1)(λ− 5)(λ− 1)(λ− 3) = (λ− 1)2(λ− 5)(λ− 3).
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Îòæå, χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i ìè ìà¹ìî òðè âëàñ-
íi ÷èñëà: λ1 = 1 êðàòíîñòi 2, λ2 = 5 êðàòíîñòi 1 òà λ3 = 3 êðàòíîñòi
1. Ïåðøå âëàñíå ÷èñëî ìà¹ êðàòíiñòü 2, à òîìó íåîáõiäíî ïiäðàõóâàòè
äåôåêò ìàòðèöi A− λ1E:

A− E =

 2 2 1 1
2 2 1 1
0 0 1 1
0 0 1 1

 7→ (
2 2 1 1
0 0 1 1

)
.

Ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâ-
íþ¹ 4− 2 = 2. Öå çáiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ λ1 â χA(λ). Îòæå, ìàòðèöÿ
A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.

Äëÿ òîãî, ùîá âèïèñàòè äiàãîíàëüíó ôîðìó B ìàòðèöi A, ìè ïðî-
ñòî âèïèñó¹ìî äiãîíàëüíó ìàòðèöþ ðîçìiðó 4 × 4, íà äiàãîíàëü ÿêî¨
ïî ÷åðçi âèïèñó¹ìî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A, ïàì'ÿòàþ÷è ïðî òå, ùî
âëàñíå ÷èñëî λ1 = 1 ìà¹ êðàòíiñòü 2, à òîìó éîãî òðåáà ïîâòîðèòè
äâi÷i. Ìà¹ìî òàêó âiäïîâiäü:

B =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 0
0 0 0 3

 .

Ïðèêëàä 4.6. Çâåäiòü äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó ìàòðèöþ

A =

 1 2 1 −1
2 1 1 −1
0 0 3 4
0 0 4 3

 .

Äîâåäåííÿ. Çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

 1− λ 2 1 −1
2 1− λ 1 −1
0 0 3− λ 4
0 0 4 3− λ

 = ((1− λ)2 − 4) ·

· ((3− λ)2 − 16) = (λ2 − 2λ− 3)(λ2 − 6λ− 7) =
= (λ+ 1)(λ− 3)(λ+ 1)(λ− 7) = (λ+ 1)2(λ− 3)(λ− 7).

Îòæå, χA(λ) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i ìè ìà¹ìî òðè âëàñ-
íi ÷èñëà: λ1 = −1 êðàòíîñòi 2, λ2 = 3 êðàòíîñòi 1 òà λ3 = 7 êðàòíîñòi
1. Ïåðøå âëàñíå ÷èñëî ìà¹ êðàòíiñòü 2, à òîìó íåîáõiäíî ïiäðàõóâàòè
äåôåêò ìàòðèöi A− λ1E:

A+ E = A =

 2 2 1 −1
2 2 1 −1
0 0 4 4
0 0 4 4

 7→ (
2 2 1 −1
0 0 4 4

)
.
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Ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâ-
íþ¹ 4− 2 = 2. Öå çáiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ λ1 â χA(λ). Îòæå, ìàòðèöÿ
A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.

Òåïåð íàì òðåáà çíàéòè âñi âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A. Ïî÷èíà¹ìî
ç λ1 = −1. Ìè âæå îá÷èñëèëè, ùî

A+ E 7→
(

2 2 1 −1
0 0 4 4

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
2 2 1 −1
0 0 1 1

)
{[1] + 1 ∗ [2]} 7→

(
2 2 2 0
0 0 1 1

)
{(1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 1 1 0
0 0 1 1

)
.

Âèáèðà¹ìî x2 òà x3 âiëüíèìè çìiííèìè, âèðàæà¹ìî ðåøòó çìiííèõ
÷åðåç âiëüíi òà çàïèñó¹ìî Ñ.Ë.Ð. ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:

x1 = −x2 − x3
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −x3

 x1
x2
x3
x4

 =

 −1
1
0
0

x2 +

 −1
0
1
−1

x3.

Îòæå, áàçà V (−1, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ âåêòîðiâ (ñòiëüêè, ÿêà êðàò-
íiñòü −1 ÿê êîðåíÿ χA(λ)), íàïðèêëàä,

v1 =

 −1
1
0
0

 v2 =

 −1
0
1
−1

 .

Ïåðåõîäèìî äî λ2 = 3. Ìà¹ìî:

A− 3E =

 −2 2 1 −1
2 −2 1 −1
0 0 0 4
0 0 4 0

 {[2] + 1 ∗ [1]} 7→

 −2 2 1 −1
0 0 2 −2
0 0 0 4
0 0 4 0


{(1/2) ∗ [2]} 7→

 −2 2 1 −1
0 0 1 −1
0 0 0 4
0 0 4 0

 {[1] + (−1) ∗ [2]}{(−1/4) ∗ [3]}

{(−1/4) ∗ [4]} 7→

 −2 2 0 0
0 0 1 −1
0 0 0 1
0 0 1 0

 {[2] + 1 ∗ [3]}

{[2] + (−1) ∗ [4]} 7→

 −2 2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 7→
7→

(
−2 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
{(−1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.
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Âèáèðà¹ìî x2 âiëüíîþ çìiííîþ, âèðàæà¹ìî ðåøòó çìiííèõ ÷åðåç íå¨
òà çàïèñó¹ìî Ñ.Ë.Ð. ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:

x1 = x2
x2 = x2
x3 = 0
x4 = 0

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
1
0
0

x2.

Îòæå, áàçà V (3, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåêòîðà (ñòiëüêè, ÿêà êðàò-
íiñòü 3 ÿê êîðåíÿ χA(λ)), íàïðèêëàä,

v3 =

 1
1
0
0

 .

I, íàðåøòi, λ3 = 7. Ìà¹ìî:

A− 7E =

 −6 2 1 −1
2 −6 1 −1
0 0 −4 4
0 0 4 −4

 {[3] + 1 ∗ [4]} 7→

7→

 −6 2 1 −1
2 −6 1 −1
0 0 0 0
0 0 4 −4

 {(1/4) ∗ [4]} 7→

(
−6 2 1 −1
2 −6 1 −1
0 0 1 −1

)

{[1] + (−1) ∗ [4]}{[2] + (−1) ∗ [4]} 7→

(
−6 2 0 0
2 −6 0 0
0 0 1 −1

)

{[1] + 3 ∗ [2]} 7→

(
0 −16 0 0
2 −6 0 0
0 0 1 −1

)
{(−1/16) ∗ [1]} 7→

7→

(
0 1 0 0
2 −6 0 0
0 0 1 −1

)
{[2] + 6 ∗ [1]} 7→

(
0 1 0 0
2 0 0 0
0 0 1 −1

)

{(1/2) ∗ [2]} 7→

(
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 −1

)
.

Âèáèðà¹ìî x4 âiëüíîþ çìiííîþ, âèðàæà¹ìî ðåøòó çìiííèõ ÷åðåç íå¨
òà çàïèñó¹ìî Ñ.Ë.Ð. ó âåêòîðíîìó âèãëÿäi:

x1 = 0
x2 = 0
x3 = x4
x4 = x4

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
0
1
1

x4.
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Îòæå, áàçà V (7, A) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî âåêòîðà (ñòiëüêè, ÿêà êðàò-
íiñòü 7 ÿê êîðåíÿ χA(λ)), íàïðèêëàä,

v4 =

 0
0
1
1

 .

Äiàãîíàëüíà ôîðìàB ìàòðèöi A òà ìàòðèöÿ ïåðåõîäó S áóäóþòüñÿ
òàê: â ìàòðèöþ B ïî äiàãîíàëi, ïî÷èíàþ÷è ç ëiâîãî âåðõíüîãî êóòêà,
âèïèñóþòüñÿ âëàñíi ÷èñëà −1, −1, 3, 7. Ó ìàòðèöþ S ïî ñòîâï÷èêàõ
âèïèñóþòüñÿ çëiâà íàïðàâî êîîðäèíàòè çíàéäåíèõ íàìè âåêòîðiâ v1,
v2, v3, v4. Ïðè öüîìó óçãîäæåíiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âåêòîð v1 ¹ âëàñ-
íèì âåêòîðîì ç âëàñíèì ÷èñëîì −1 (âåêòîð v1 âèïèñàíèé ó ïåðøîìó
ñòîâï÷èêó ìàòðèöi S, à â ïåðøîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi B ñòî¨òü éîãî
âëàñíå ÷èñëî −1). Âåêòîð v2 ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç âëàñíèì ÷èñëîì
−1, ëiíiéíî íåçàëåæíèì ç v1 (âåêòîð v2 âèïèñàíèé ó äðóãîìó ñòîâï-
÷èêó ìàòðèöi S, à â äðóãîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi B ñòî¨òü éîãî âëàñíå
÷èñëî −1). Âåêòîð v3 ¹ âëàñíèì âåêòîðîì ç âëàñíèì ÷èñëîì 3, âií
âèïèñàíèé ó òðåòüîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi S, à â òðåòüîìó ñòîâï÷èêó
ìàòðèöi B ñòî¨òü éîãî âëàñíå ÷èñëî 3. Íàðåøòi âåêòîð v4 ¹ âëàñíèì
âåêòîðîì ç âëàñíèì ÷èñëîì 7, âií âèïèñàíèé ó ÷åòâåðòîìó ñòîâï÷èêó
ìàòðèöi S, à â ÷åòâåðòîìó ñòîâï÷èêó ìàòðèöi B ñòî¨òü éîãî âëàñíå
÷èñëî 7. Îñòàòî÷íî ìè îòðèìó¹ìî òàêó âiäïîâiäü:

B =

 −1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 3 0
0 0 0 7

 , S =

 −1 −1 1 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 −1 0 1

 .

Ïðèêëàä 4.7. Çâåäiòü äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó ìàòðèöþ

A =

(
4 −5 7
1 −4 9
−4 0 5

)
.

Äîâåäåííÿ. Öÿ ìàòðèöÿ âæå òðàïëÿëàñü íàì ó ïðèêëàäi 3.7. Îòæå,
ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ðåçóëüòàòàìè öüîãî ïðèêëàäó. Ïî-ïåðøå, çãàäàéìî,
ùî χA(λ) = −(λ − 1)(λ2 − 4λ + 13). Ðîçêëàäíiñòü öüîãî ìíîãî÷ëåíà
íà ëiíiéíi ìíîæíèêè çàëåæèòü âiä âèáîðó ïîëÿ K. ßêùî K = R,
òîäi êâàäðàòíèé äiëüíèê λ2 − 4λ + 13 ìíîãî÷ëåíà χA(λ) íå ìà¹ êî-
ðåíiâ ó R, à îòæå, ìíîãî÷ëåí χA(λ) íå ðîçêëàäà¹òüñÿ íàä R íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè. Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ A íå ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ íàä R.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê K = C. Òîäi χA(λ) = −(λ− 1)(λ− (2 +
3i))(λ − (2 − 3i)). Ìíîãî÷ëåí ðîçêëàâñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè, i âñi
âëàñíi ÷èñëà ìàþòü êðàòíiñòü 1. Îòæå, ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ
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íàä C. Ìè âæå îá÷èñëþâàëè, ùî âëàñíi ÷èñëà λ1 = 1, λ2 = 2 + 3i òà
λ3 = 2− 3i ìàþòü âëàñíi âåêòîðè

v1 =

(
1
2
1

)
, v2 =

(
3− 3i
5− 3i

4

)
, v3 =

(
3 + 3i
5 + 3i

4

)
âiäïîâiäíî. Îòæå, äiàãîíàëüíà ôîðìà B ìàòðèöi A òà ìàòðèöÿ ïåðå-
õîäó S ìàòèìóòü âèãëÿä:

B =

(
1 0 0
0 2 + 3i 0
0 0 2− 3i

)
, S =

(
1 3− 3i 3 + 3i
2 5− 3i 5 + 3i
1 4 4

)
.

4.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Ïðèêëàä 4.8. Äîâåäiòü, ùî äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ äiàãîíàëiçîâ-
íèõ ìàòðèöü íå îáîâ'ÿçêîâî áóäå äiàãîíàëiçîâíîþ ìàòðèöåþ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A =
(

1 0
0 −1

)
, B =

(
1 −1
−1 1

)
, C =

(
1 −1
1 −1

)
.

Î÷åâèäíî AB = C òà ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ. Ïiäðàõó¹ìî õà-
ðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî÷ëåíè ìàòðèöü B òà C:

χB(λ) = det
(

1− λ −1
−1 1− λ

)
= (1− λ)2 − 1 = λ2 − 2λ = λ(λ− 2).

Îòæå, ìàòðèöÿ B ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ, áî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî-
÷ëåí ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè òà íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ.

χC(λ) = det
(

1− λ −1
1 −1− λ

)
== λ2 − 1 + 1 = λ2.

Êðiì òîãî, ðàíã ìàòðèöi C, î÷åâèäíî, íåíóëüîâèé. Îòæå, C íå ¹ äià-
ãîíàëiçîâíîþ ìàòðèöåþ.
Ïðèêëàä 4.9. Ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ. Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ
îáìåæåííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ùî âiäïîâiäà¹ A íà äîâiëüíèé ií-
âàðiàíòíèé ïiäïðîñòið, ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕA � ëiíiéíèé îïåðàòîð, ùî âiäïîâiäà¹ ìàòðèöi A.
Âèáåðåìî äåÿêèé áàçèñ â iíâàðiàíòîíîìó ïiäïðîñòîði òà ïðîäîâæè-
ìî éîãî äî áàçèñó âñüîãî ïðîñòîðó. Òîäi ìàòðèöÿ ϕA íàáóäå áëî÷íî-
òðèêóòîíîãî âèãëÿäó, ïðè÷îìó ïî äiàãîíàëi áóäóòü ñòîÿòè: ìàòðèöÿ
A1 îáìåæåííÿ òà ìàòðèöÿA2 iíäóêîâàíîãî îïåðàòîðà ó ôàêòîð-ïðîñòîði.
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Î÷åâèäíî, ùî χA(λ) ¹ äîáóòêîì õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ öèõ
äâîõ îïåðàòîðiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ îáìåæåííÿ íå ¹ äiàãî-
íàëiçîâíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ äåÿêîãî âëàñíîãî ÷èñëà µ äåôåêò
ìàòðèöi A1 − µE äîðiâíþ¹ k i ñòðîãî ìåíøå çà êðàòíiñòü l ÷èñëà µ
ÿê êîðåíÿ χA1(λ). Íåõàé t � ïîâíà êðàòíiñòü µ ÿê êîðåíÿ χA(λ). Òîäi
äåôåêò ìàòðèöi A2 − µE íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè t − l, òîáòî äåôåêò
ìàòðèöi A−µE íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè k+(t− l) < t. Îòæå, ìàòðèöÿ
A íå ìîæå áóòè äiàãîíàëiçîâíîþ.
Ïðèêëàä 4.10. Íåõàé A òà B ïîçíà÷àþòü äâi äiàãîíàëiçîâíi ìà-
òðèöi. Ïðèïóñòèìî, ùî AB = BA. Äîâåäiòü, ùî öi ìàòðèöi ìà-
þòü ñïiëüíèé âëàñíèé áàçèñ, òîáòî iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ S
òàêà, ùî S−1AS òà S−1BS äiàãîíàëüíi.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âëàñíèé ïiäïðîñòið V (λ,A), äå λ � äåÿêå
âëàñíå ÷èñëî ìàòðèöi A. Îñêiëüêè A � äiàãîíàëiçîâíà, ðîçìiðíiñòü
V (λ,A) äîðiâíþ¹ êðàòíîñòi λ ÿê êîðåíÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî-
÷ëåíà ìàòðèöi A. Îñêiëüêè AB = BA, òî BV (λ,A) ⊂ B(λ,A) (ïðè-
êëàä 3.8). Ðîçãëÿíåìî îáìåæåííÿ B íà V (λ,A). Çãiäíî ç ïîïåðåäíiì
ïðèêëàäîì öå îáìåæåííÿ ¹ äiàãîíàëiçîâíèì îïåðàòîðîì. Îòæå, iñíó¹
âëàñíèé áàçèñ äëÿ îáìåæåííÿ â V (λ,A). Âèáðàâøè òàêèé áàçèñ â
óñiõ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðàõ ìàòðèöi A, ìè îòðèìà¹ìî ñïiëüíèé âëàñ-
íèé áàçèñ äëÿ ìàòðèöü A òà B, îñêiëüêè ñóìà êðàòíîñòåé âëàñíèõ
÷èñåë â õàðàêòåðèñòè÷íîìó ìíîãî÷ëåíi ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ñóìi ðîç-
ìiðíîñòåé âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ, òîìó ùî ìàòðèöÿ A ¹
äiàãîíàëiçîâíîþ.
Ïðèêëàä 4.11. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A ðîç-
êëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè òà íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ. Äî-
âåäiòü, ùî iñíó¹ âåêòîð v ∈ Kn òàêèé, ùî ìíîæèíà âåêòîðiâ
{Akv | k ≥ 0} ïîðîäæó¹ Kn. Ñïðîñòóéòå öå òâåðäæåííÿ ó âèïàäêó,
êîëè A äiàãîíàëiçîâíà, àëå ìà¹ âëàñíi ÷èñëà êðàòíîñòi áiëüøå çà 1.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé λ1, . . . , λn � âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A. Çà óìîâîþ
¨õ ðiâíî n øòóê i âñi âîíè ðiçíi. Âèáåðåìî äëÿ äîâiëüíîãî 1 ≤ i ≤ n
âëàñíèé âåêòîð vi ç âëàñíèì ÷èñëîì i. Òîäi {vi | 1 ≤ i ≤ n} ¹ áàçîþKn,
îñêiëüêè öå íàáið âëàñíèõ âåêòîðiâ ç ðiçíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè,
à îòæå, âií ëiíiéíî íåçàëåæíèé. Çàëèøèëîñü çàóâàæèòè, ùî ¨õ ðiâíî
n øòóê. Ðîçãëÿíåìî âåêòîð v = v1 + v2 + · · ·+ vn. Äëÿ 0 ≤ i ≤ n− 1
ìà¹ìî

Aiv = λi1v1 + λi2v2 + · · ·+ λnnvn.

Òåïåð ëiíiéíà íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè {Aiv | 0 ≤ i ≤ n− 1} âèïëèâà¹ ç
âëàñòèâîñòi âèçíà÷íèêà Âàíäåðìîíäà. Îòæå, âåêòîðè {Aiv | 0 ≤ i ≤
n−1} óòâîðþþòü áàçó ïðîñòîðó Kn, îñêiëüêè âîíè ëiíiéíî íåçàëåæíi
i ¨õ ðiâíî n øòóê. Öå äîâîäèòü ïåðøå òâåðäæåííÿ.

36



Äëÿ äîâåäåííÿ äðóãîãî âèáåðåìî áàçó B = {vi | 1 ≤ i ≤ n} ïðî-
ñòîðó Kn, â ÿêié ìàòðèöÿ A çâîäèòüñÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Çà
óìîâè çàäà÷i, ìîæíà ââàæàòè, ùî âåêòîðè v1 òà v2 ìàþòü ñïiëüíå
âëàñíå ÷èñëî µ. Íåõàé v ∈ Kn. Òîäi v = a1v1 + a2v2 + · · ·+ anvn. Êðiì
òîãî, Aiv = µia1v1 + µia2v2 + · · ·+ µinanvn. Âèáåðåìî äîâiëüíi n íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë i1, . . . , in i ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó
Aijv, 1 ≤ j ≤ n çà áàçîþ B (âèïèñàíèõ, ÿê çàâæäè, â ñòîâï÷èê). Ó öié
ìàòðèöi ïåðøi äâà ðÿäêè áóäóòü ïðîïîðöiéíi, à òîìó ñàìà ìàòðèöÿ
áóäå âèðîäæåíîþ. Îòæå, æîäíi n åëåìåíòiâ ç ìíîæèíè {Akv |, k ≥ 0}
íå óòâîðþþòü áàçó ïðîñòîðó Kn. ßêáè ÿêèéñü ¨õ íàáið áóâ ñèñòåìîþ
òâiðíèõ öüîãî ïðîñòîðó, òî ç íüîãî çàâæäè ìîæíà áóëî á âèáðàòè áàçó
(ìiíiìàëüíó ñèñòåìè òâiðíèõ). Îñêiëüêè áàçó âèáðàòè íå ìîæíà, òî
âåñü íàáið {Akv |, k ≥ 0} íå ¹ ñèñòåìîþ òâiðíèõ Kn.

4.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 4.1. Ïåðåâiðòå íà äiàãîíàëiçîâíiñòü ìàòðèöi(

3 3
3 3

)
,
(

2 2
−1 −1

)
,

(
1 2 1
2 1 2
1 2 1

)
,

(
4 −5 2
5 −7 3
6 −9 4

)
,

(
1 1 1
1 2 3
2 4 6

)
,

 1 1 1 1
2 2 2 2
0 0 1 1
0 0 2 2

 ,

 1 4 1 −1
4 1 −2 2
0 0 −1 −2
0 0 −2 −1

 .

Çàäà÷à 4.2. Çíàéäiòü äiàãîíàëüíó ôîðìó ìàòðèöü(
1 1
1 1

)
,
(

1 −1
1 −1

)
,

(
−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

)
,

(
−1 3 −1
−3 5 −1
−3 3 1

)
,

 1 1 1 −1
1 1 5 −1
0 0 3 1
0 0 1 3

 ,

 2 1 0 0
2 1 0 0
1 2 0 1
1 4 1 0

 ,

 1 2 3 4
0 2 3 4
0 0 2 4
0 0 1 2

 .

Çàäà÷à 4.3. Çâåäiòü äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó ìàòðèöi(
2 2
3 3

)
,
(

4 −1
−1 4

)
,

(
1 1 1
2 2 2
3 3 3

)
,

(
4 7 −5
−4 5 0
1 9 −4

)
,

 1 1 1 1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 ,

 1 2 3 4
0 4 3 2
0 0 2 4
0 0 −1 −2

 ,

 4 4 0 0
1 1 0 0
−2 1 0 1
4 −3 1 0

 .
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Çàäà÷à 4.4. Âiäîìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A
ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè òà íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ.
Âiäîìî òàêîæ, ùî AB = BA. Äîâåäiòü, ùî B � äiàãîíàëiçîâíà.
Çàäà÷à 4.5. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí âiä äiàãîíàëiçîâíî¨
ìàòðèöi ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ ìàòðèöåþ.
Çàäà÷à 4.6. Äîâåäiòü, ùî ñóìà äâîõ äiàãîíàëiçîâíèõ ìàòðèöü íå
îáîâ'ÿçêîâî ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ ìàòðèöåþ.
Çàäà÷à 4.7. ßêó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó óòâîðþþòü óñi äiàãîíàëi-
çîâíi ìàòðèöi?
Çàäà÷à 4.8. ßêó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó óòâîðþþòü óñi äiàãîíàëi-
çîâíi ìàòðèöi, ùî êîìóòóþòü iç ôiêñîâàíîþ äiàãîíàëiçîâíîþ ìà-
òðèöåþ A?
Çàäà÷à 4.9. ßêó àëãåáðà¨÷íó ñòðóêòóðó óòâîðþþòü óñi äiàãîíàëi-
çîâíi ìàòðèöi, ùî êîìóòóþòü ç ôiêñîâàíîþ äiàãîíàëiçîâíîþ ìà-
òðèöåþ A, õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ÿêî¨ íå ìà¹ êðàòíèõ êî-
ðåíiâ?
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5 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöi
5.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Óïðîäîâæ âèâ÷åííÿ æîðäàíîâî¨ ôîðìè ÷åðåç K ìè ïîçíà÷àòèìå-
ìî ïîëå C êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, õî÷à âñi ðåçóëüòàòè ñïðàâåäëèâi íàä
äîâiëüíèì àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì íóëüîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè.
Îçíà÷åííÿ 5.1. Äëÿ k ∈ N òà λ ∈ C, êëiòèíîþ Æîðäàíà Jk(λ) ìè
íàçèâàòèìåìî åëåìåíò ç Matk×k(K), ùî ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

Jk(λ) =



λ 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 λ 1 0 0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 λ 1 0 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 λ 1 0 . . . 0 0 0 0
0 0 0 0 λ 1 . . . 0 0 0 0
0 0 0 0 0 λ . . . 0 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 0 . . . λ 1 0 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 λ 1 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 λ 1
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 λ


.

︸ ︷︷ ︸
k

Îçíà÷åííÿ 5.2. Êîðåíåâèì ïiäïðîñòîðîì ìàòðèöi A, ùî âiäïîâi-
äà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà âñiõ òèõ âåêòîðiâ v ç
Kn, äëÿ ÿêèõ (A− λE)nv = 0.
Îçíà÷åííÿ 5.3. Ëàíöþæêîâèì áàçèñîì êîðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó ìà-
òðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, íàçèâà¹òüñÿ òàêèé éîãî
áàçèñ vij, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ pi, äëÿ ÿêîãî (A − λE)vij = vi j−1 òà
(A− λE)vi1 = 0.

Âëàñòèâîñòi êîðåíåâèõ ïiäïðîñòîðiâ òà ëàíöþæêîâèõ áàç îïèñó-
þòüñÿ â íàñòóïíié òåîðåìi:
Òåîðåìà 5.1. 1. Ðîçìiðíiñòü êîðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi A,

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, çáiãà¹òüñÿ ç êðàòíiñòþ λ.
2. Ó êîæíîìó êîðåíåâîìó ïiäïðîñòîði iñíó¹ ëàíöþæêîâèé áàçèñ.
3. Êiëüêiñòü ëàíöþæêiâ ôiêñîâàíî¨ äîâæèíè â äîâiëüíèõ äâîõ ëàí-

öþæêîâèõ áàçèñàõ îäíîãî é òîãî æ ñàìîãî êîðåíåâîãî ïiäïðî-
ñòîðó îäíàêîâà.

4. Êiëüêiñòü ëàíöþæêiâ ó äîâiëüíîìó ëàíöþæêîâîìó áàçèñi êî-
ðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó
λ, äîðiâíþ¹ ðîçìiðíîñòi ïiäïðîñòîðó V (λ,A).
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5. Êiëüêiñòü ëàíöþæêiâ äîâæèíè íå ìåíøå íiæ i ó äîâiëüíî-
ìó ëàíöþæêîâîìó áàçèñi êîðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi A,
ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, äîðiâíþ¹ ðiçíèöi äåôåêòiâ ìà-
òðèöü (A − λE)i òà (A − λE)i−1 (òóò X0 = E äëÿ äîâiëüíî¨
êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi X).

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò ïðî Æîðäàíîâó íîðìàëüíó ôîðìó (Æ.Í.Ô.)
ìàòðèöi îïèñó¹òüñÿ íàñòóïíîþ òåîðåìîþ Æîðäàíà:
Òåîðåìà 5.2. Äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Matn×n(K) iñíó¹ íåâèðî-
äæåíà ìàòðèöÿ S ∈ Matn×n(K) òàêà, ùî ìàòðèöÿ AJ = S−1AS ¹
ïðÿìîþ ñóìîþ êëiòèí Æîðäàíà (òîáòî ¹ áëî÷íî-äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ ç êëiòèíàìè Æîðäàíà ïî äiàãîíàëi), ïðè÷îìó ìàòðèöÿ B
âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî, ç òî÷íiñòþ äî ïåðåñòàíîâêè êëiòèí Æîðäà-
íà, ç ÿêèõ âîíà ñêëàäà¹òüñÿ.

5.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Ó öié òåìi ïðèðîäíî âèäiëèòè òðè îñíîâíi òèïè çàäà÷:
1. Çíàéòè Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A.
2. Çíàéòè ëàíöþæêîâèé áàçèñ êîðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó ìàòðèöi A,

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ.
3. Çâåñòè ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô., òîáòî çíàéòè ¨¨ Æ.Í.Ô. òà âiä-

ïîâiäíó ìàòðèöþ ïåðåõîäó.

5.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 5.1. Çíàõîäæåííÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A, çíàéòè âñi
¨¨ âëàñíi ÷èñëà òà ¨õ êðàòíîñòi (àëãîðèòì 3.1).
• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ ìàòðèöi A òà äëÿ êîæíîãî i ∈ N
çíàéòè êiëüêiñòü si(λ) êëiòèí Æîðäàíà Ji(λ), ùî âõîäÿòü äî
Æ.Í.Ô. ìàòðèöiA. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèòè ÷èñëà r0(λ) = n, r1(λ) =
rank(A− λE), r2(λ) = (A− λE)2 i òàê äàëi äî òèõ ïið, ïîêè äëÿ
äåÿêîãî i íå áóäå âèêîíàíî ðiâíîñòi ri(λ) = ri+1(λ). Ïiñëÿ öüîãî
ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ si(λ) = ri−1(λ)− 2ri(λ) + ri+1(λ).
• Ïîáóäóâàòè Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ÿê áëî÷íî-äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ,
äiàãîíàëü ÿêî¨ ñêëàäàþòü êëiòèíè Æîðäàíà Jk(λ), äå λ ïðîáiãà¹
âñi âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A, i êîæíà ç êëiòèí Jk(λ) çóñòði÷à¹òüñÿ
ðiâíî sk(λ) ðàçiâ.
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Çàóâàæåííÿ. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî â ðåçóëüòóþ÷ié ìàòðèöi, ùî
¹ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A, âëàñíå ÷èñëî λ ìàòðèöi A ìóñèòü çóñòði÷à-
òèñÿ íà äiàãîíàëi ðiâíî ñòiëüêè ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü.
Àëãîðèòì 5.2. Çíàõîäæåííÿ ëàíöþæêîâîãî áàçèñó êîðåíåâîãî ïiä-
ïðîñòîðó ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ëàíöþæêîâîãî áàçèñó êîðåíåâîãî ïiäïðîñòîðó
ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, íåîáõiäíî:
1. Çíàéòè êiëüêiñòü si(λ) ëàíöþæêiâ äîâæèíè i, ùî âõîäÿòü äî øó-

êàíîãî áàçèñó. Äëÿ öüîãî îá÷èñëèòè ÷èñëà r0(λ) = n, r1(λ) =
rank(A− λE), r2(λ) = (A− λE)2 i òàê äàëi äî òèõ ïið, ïîêè äëÿ
äåÿêîãî i íå áóäå âèêîíàíî ðiâíîñòi ri(λ) = ri+1(λ). Ïiñëÿ öüîãî
ñêîðèñòàòèñü ôîðìóëîþ si(λ) = ri−1(λ)− 2ri(λ) + ri+1(λ).

2. Çàôiêñóâàòè òå íàéìåíøå i∗, äëÿ ÿêîãî ri∗(λ) = ri∗+1(λ).
3. Çíàéòè áàçèñ ÿäðà ìàòðèöi (A − λE)i

∗, ðîçâ'ÿçàâøè îäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ ìàòðèöÿ (A− λE)i

∗.
4. Äëÿ êîæíîãî îòðèìàíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà v ïîáóäóâàòè ëàí-

öþæîê vi = (A− λE)iv.
5. Âèáðàòè si∗(λ) ëàíöþæêiâ íàéáiëüøî¨ äîâæèíè, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ

ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ åëåìåíòiâ. Öå áóäå ÷àñòèíà øóêàíî¨ áàçè.
6. Ïðîðîáèòè àíàëîãi÷íi äi¨ äëÿ íàñòóïíîãî (çà ñïàäàííÿì) i, äëÿ

ÿêîãî si(λ) 6= 0, ñëiäêóþ÷è çà ëiíiéíîþ íåçàëåæíiñòþ âåêòîðiâ,
ùî âèáèðàþòüñÿ, ç âèáðàíèìè ðàíiøå.

7. Ïðîäîâæóâàòè òàêèì ÷èíîì, ïîêè íå áóäóòü âèáðàíi âñi ëàíöþæ-
êè.

Íàñòóïíèé àëãîðèòì ¹ çàãàëüíèì àëãîðèòìîì ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâ-
íî¨ çàäà÷i, ÿêà ïîâ'ÿçàíà ç òåîði¹þ Æ.Í.Ô. Ìè íàâîäèìî éîãî â ñà-
ìîìó çàãàëüíîìó âèïàäêó. Ïðîòå òåõíi÷íå âòiëåíÿ öüîãî àëãîðèòìó
äëÿ ìàòðèöü âåëèêîãî ðîçìiðó íàäòî ñêëàäíå, i ðåàëüíi ïðèêëàäè, ùî
¨õ äîâåäåòüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè íà ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ, íå ïåðåâèùóþòü
ìàòðèöü ðîçìiðó 4× 4. Ìè íå áóäåìî ðîçáèðàòè ïðèêëàäiâ çàãàëüíî-
ãî çàñòîñóâàííÿ öüîãî àëãîðèòìó. Óñi ìîæëèâi âèïàäêè çíàõîäæåííÿ
Æ.Í.Ô. ìàòðèöü ðîçìiðiâ 2×2, 3×3 òà 4×4 áóäóòü äåòàëüíî ðîçiáðàíi
ç ïðèêëàäàìè â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
Àëãîðèòì 5.3. Çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî Æ.Í.Ô.

Äëÿ çâåäåííÿ ìàòðèöi A äî Æ.Í.Ô. íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A, çíàéòè âñi
¨¨ âëàñíi ÷èñëà òà ¨õ êðàòíîñòi (àëãîðèòì 3.1).
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• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ ìàòðèöi A òà äëÿ êîæíîãî i ∈
N çíàéòè êiëüêiñòü si(λ) êëiòèí Æîðäàíà Ji(λ), ùî âõîäÿòü äî
Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A òàê ñàìî, ÿê öå çðîáëåíî â àëãîðèòìi 5.1.
• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ çíàéòè áàçó âiäïîâiäíîãî êîðåíå-
âîãî ïiäïðîñòîðó, ÿê öå îïèñàíî â àëãîðèòìi 5.2.
• Óçãîäæåíî ïîáóäóâàòè ðåçóëüòóþ÷ó Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìà-
òðèöþ ïåðåõîäó S. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çiñòàâèòè êîæíié êëiòèíi
Æîðäàíà, ùî ìà¹ âõîäèòè äî ìàòðèöi B (ç óðàõóâàííÿì êðàò-
íîñòi), ëàíöþæîê âiäïîâiäíî¨ äîâæèíè ç âiäïîâiäíîãî êîðåíåâîãî
ïiäïðîñòîðó, ïiñëÿ ÷îãî âèïèñàòè ïåðøó êëiòèíóÆîðäàíà íà äià-
ãîíàëü ìàòðèöi B. Ïîòiì, çëiâà íàïðàâî â ìàòðèöi S ïî ñòîâï÷è-
êàõ âèïèñàòè êîîðäèíàòè âiäïîâiäíèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó òàêié
ïîñëiäîâíîñòi: ñïî÷àòêó � âëàñíèé âåêòîð, ïîòiì � íàñòóïíèé çà
íèì âåêòîð ëàíöþæêà i òàê äàëi. Òå ñàìå ïðîðîáèòè äëÿ äðóãî¨
êëiòèíè Æîðäàíà, òðåòüî¨ i òàê äàëi.

Çàóâàæåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïðàêòè÷íèõ ïiäðàõóíêàõ äëÿ ìà-
òðèöü íåâåëèêîãî ðîçìiðó ÷èñëà si(λ) ìîæíà çíàõîäèòè áåçïîñåðåä-
íüî çà äîïîìîãîþ îñòàííüîãî ïóíêòó òåîðåìè 5.1.

5.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 5.1. Çíàéäiòü Æ.Í.Ô. ìàòðèöi

A =


1 2 1 2 0 2
0 2 1 2 0 2
0 0 1 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 2

 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ìè çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí. Ó
íàñ ìàòðèöÿ äiàãîíàëüíà, à òîìó χA(λ) = (1 − λ)3(2 − λ)3, îòæå, ìè
ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 1 êðàòíîñòi 3 òà λ2 = 2 êðàòíîñòi 3. Äëÿ
êîæíîãî ç íèõ òðåáà çíàéòè ðîìiðè òà êiëüêiñòü âiäïîâiäíèõ êëiòèí
Æîðäàíà.

Ïî÷èíà¹ìî ç λ1 = 1. Ìà¹ìî:

A− E =


0 2 1 2 0 2
0 1 1 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1

 .
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Âiäíÿâøè âiä ïåðøîãî ðÿäêà äðóãèé, ìè îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ
0 1 0 0 0 0
0 1 1 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 0 1

 ,

ðàíã ÿêî¨ î÷åâèäíî äîðiâíþ¹ 4. Îòæå, äåôåêò ìàòðèöi A−E äîðiâíþ¹
2. Òóò íàì áiëüøå íå òðåáà íi÷îãî ðàõóâàòè. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.1
êiëüêiñòü êëiòèí Æîðäàíà ç âëàñíèì ÷èñëîì 1 äîðiâíþ¹ 2. Êðiì òîãî,
¨õ ñóìàðíà ðîçìiðíiñòü äîðiâíþ¹ êðàòíîñòi λ1, òîáòî 3. �äèíèé ñïîñiá
ðîçêëàñòè 3 ó ñóìó äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, öå 1+2. Îòæå, ìè ìà¹ìî
îäíó êëiòèíó J1(1) òà îäíó êëiòèíó J2(1).

Ïåðåõîäèìî äî λ2 = 2. Ìà¹ìî:

A− E =


−1 2 1 2 0 2
0 0 1 2 0 2
0 0 −1 2 0 2
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0 0

 .

Äîäàâøè äî òðåòüîãî ðÿäêà äðóãèé, ìè îòðèìó¹ìî ìàòðèöþ
−1 2 1 2 0 2
0 0 1 2 0 2
0 0 0 4 0 4
0 0 0 0 0 2
0 0 0 0 −1 2
0 0 0 0 0 0

 ,

ðàíã ÿêî¨ î÷åâèäíî äîðiâíþ¹ 5. Îòæå, äåôåêò ìàòðèöi A−E äîðiâíþ¹
1, òîáòî iñíó¹ ¹äèíà êëiòèíà Æîðäàíà ç âëàñíèì ÷èñëîì 2. Çðîçóìiëî,
ùî öå J3(2), îñêiëüêè ¨¨ ðîçìiðíiñòü ìà¹ çáiãàòèñÿ ç êðàòíiñòþ λ2 â
χA(λ).

Îòæå, Æ.Í.Ô. ìàòðéöi A äîðiâíþ¹ B = J1(1)⊕ J2(1)⊕ J3(2), àáî
ó âèãëÿäi ìàòðèöi:

B =


1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 0 2

 .
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Ïðèêëàä 5.2. Îá÷èñëiòü ëàíöþæêîâèé áàçèñ êîðåíåâîãî ïiäïðî-
ñòîðó ìàòðèöi

A =


1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 0 1
0 0 3 1 0 1
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1

 ,

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó 1.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî êðàòíiñòü âëàñíîãî ÷èñëà 1 äîðiâ-
íþ¹ 5, îñêiëüêè ìàòðèöÿ A ¹ òðèêóòíîþ, à ÷èñëî 1 çóñòði÷à¹òüñÿ íà
¨¨ äiàãîíàëi 5 ðàçiâ. Îòæå, íàøà áàçà ìóñèòü ñêëàäàòèñÿ ç 5 âåêòîðiâ.

Âèïèñó¹ìî ìàòðèöþ A− E:

A− E =


0 0 1 1 0 1
0 0 1 1 0 1
0 0 2 1 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0

 .

�¨ ðàíã äîðiâíþ¹ òðüîì, îòæå ìè ìàòèìåìî òðè ëàíöþæêè â íàøié
áàçi. Öüîãî ùå íå âèñòà÷à¹ äëÿ îá÷èñëåííÿ äîâæèí óñiõ ëàíöþæêiâ.
Ïiäíîñèìî A− E äî êâàäðàòà:

(A− E)2 =


0 0 2 1 0 2
0 0 2 1 0 2
0 0 4 2 0 3
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 4. Îòæå, iñíó¹
4− 3 = 1 êëiòèíà Æîðäàíà Jk(1) ç k > 1. Çâiäñè ìè îòðèìó¹ìî, ùî,
íàñïðàâäi, ó íàñ ìà¹ âèéòè òðè ëàíöþæêè: îäèí äîâæèíè 3 òà äâà �
äîâæèíè 1. Ùîá çíàéòè ¨õ, ïiäíåñåìî A− E äî êóáó:

(A− E)3 =


0 0 8 4 0 6
0 0 8 4 0 6
0 0 16 8 0 12
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 .

Ðîçâ'ÿæåìî âiäïîâiäíó îäíîðiäíó Ñ.Ë.Ð., âèáðàâøè, ÿê çàâæäè, x4
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çàëåæíîþ çìiííîþ: 
x1 = x1
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −2x3 − (3/2)x6
x5 = x5
x6 = x6

,


x1
x2
x3
x4
x5
x6

 =


1
0
0
0
0
0

x1 +


0
1
0
0
0
0

x2 +


0
0
1
−2
0
0

x3 +


0
0
0
0
1
0

x5 +


0
0
0
−3
0
2

 x6

2
.

Íàì ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè ëàíöþæîê äîâæèíè 3. Ìîæíà ïåðåáðàòè
âñi áàçèñíi âåêòîðè. Àëå ìè ñïðîáó¹ìî ïî÷àòè ç

v1 =


0
0
0
−3
0
2

 .

Ìà¹ìî:

(A− E)v =


−1
−1
−1
2
2
0

 = v2, (A− E)v2 =


1
1
0
0
0
0

 = v3 6= 0.

Îñòàííié âåêòîð íå ¹ íóëüîâèì, à îòæå ëàíöþæîê äîâæèíè 3 ïîáóäî-
âàíî. Çàëèøèëîñü äîáðàòè äî íüîãî äâà ëàíöþæêè äîâæèíè 1 (âëàñíi
âåêòîðè), ùî ìàþòü áóòè ëiíiéíî íåçàëåæíi ç v3. Òàêèìè ìîæíà âçÿ-
òè, íàïðèêëàä,

v4 =


1
0
0
0
0
0

 , v5 =


0
0
0
0
1
0

 .

Îòæå, øóêàíà áàçà: v1, v2, v3, v4, v5, ïðè÷îìó v1 → v2 → v3 → 0,
v4 → 0, v5 → 0.
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5.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Ïðèêëàä 5.3. Çíàéäiòü Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A = (Jk(λ))2.
Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî ìàòðèöþ A:

(Jk(λ))2 =



λ 1 0 0 0 . . . 0 0
0 λ 1 0 0 . . . 0 0
0 0 λ 1 0 . . . 0 0
0 0 0 λ 1 . . . 0 0
0 0 0 0 λ . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . λ 1
0 0 0 0 0 . . . 0 λ



2

=

=



λ2 2λ 1 0 0 . . . 0 0
0 λ2 2λ 1 0 . . . 0 0
0 0 λ2 2λ 1 . . . 0 0
0 0 0 λ2 2λ . . . 0 0
0 0 0 0 λ2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . λ2 2λ
0 0 0 0 0 . . . 0 λ2


.

Î÷åâèäíî, ùî ¹äèíèì âëàñíèì ÷èñëîì ìàòðèöi A áóäå λ2 êðàòíîñòi
k. Îá÷ècëèìî ìàòðèöþ A− λ2E:

A− λ2E =



0 2λ 1 0 0 . . . 0 0
0 0 2λ 1 0 . . . 0 0
0 0 0 2λ 1 . . . 0 0
0 0 0 0 2λ . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 0 2λ
0 0 0 0 0 . . . 0 0

 .

Òåïåð âæå àáñîëþòíî î÷åâèäíî, ùî ïðè λ 6= 0 ðàíã îòðèìàíî¨ ìàòðèöi
A − λ2E äîðiâíþ¹ k − 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 1, i ìè
ìà¹ìî îäíó êëiòèíó Æîðäàíà. Òîáòî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ¹ Jk(λ2).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê λ = 0. Òîäi

A− 0E =



0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0
0 0 0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 0 . . . 0 0

 ,
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àëå ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ k−2. Öå îçíà÷à¹, ùî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi
A ìiñòèòü äâi êëiòèíè Æîðäàíà, îñêiëüêè k− (k− 2) = 2. Îòæå, íàì
òðåáà çíàéòè ðîçìiðè öèõ êëiòèí. Ëåãêî áà÷èòè, ùî Aei = ei−2 äëÿ
âñiõ 2 ≤ i ≤ k òà Ae2 = 0. Òîáòî, âåêòîðè ei äëÿ 2 ≤ i ≤ k óòâîðþþòü
ëàíöþæîê äîâæèíè n − 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðèíàéìíi îäíà ç êëiòèí
Æîðäàíà â Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìóñèòü ìàòè ðîçìið íå ìåíøå çà k−1.
×èñëî k ìîæíà ðîçêëàñòè â ñóìó äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îäíå ç
ÿêèõ íå ìåíøå k − 1 ¹äèíèì ÷èíîì: k = 1 + (k − 1). Îòæå, Æ.Í.Ô.
ìàòðèöi A ¹ J1(0)⊕ Jk−1(0).
Ïðèêëàä 5.4. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi
A iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ X, ùî X2 = A.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ B, òà S � òàêà íåâè-
ðîäæåíà ìàòðèöÿ, ùî B = S−1AS. Ïîêëàäåìî Y = S−1XS. Ïîìíî-
æèâøè ðiâíÿííÿ X2 = A çëiâà íà S−1 òà ñïðàâà íà S, ìè îòðèìà¹ìî
Y 2 = B. Îñêiëüêè S � îáåðòîâíà, òî ðiâíÿííÿ X2 = A òà Y 2 = B
ìàþòü ðîçâ'ÿçêè îäíî÷àñíî. Òîìó äîñèòü äîâåñòè, ùî ìà¹ ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ Y 2 = B.

Ç iíøîãî áîêó, ìè çíà¹ìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ T ¹ ïðÿìîþ
ñóìîþ ìàòðèöü T1 òà T2, äîâiëüíèé ìíîãî÷ëåí âiä T ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ
òàêèõ ñàìî ìíîãî÷ëåíiâ âiä T1 òà T2. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 5.2 ìàòðèöÿ
B ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ êëiòèí Æîðäàíà Jk(λ) äëÿ äåÿêèõ k òà λ 6= 0 (áî
ìàòðèöÿ B ¹ íåâèðîäæåíîþ çà óìîâîþ). Îòæå, íàì äîñèòü äîâåñòè,
ùî ðiâíÿííÿ Y 2 = B ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó ïðèïóùåííi, ùî B = Jk(λ),
λ 6= 0.

Íåõàé µ ∈ C âèáðàíî òàêèì ÷èíîì, ùî µ2 = λ. Òàêå µ, î÷åâèäíî,
iñíó¹. Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 5.3 Æ.Í.Ô. ìàòðèöi P = (Jk(µ))2 äîðiâíþ¹
Jk(λ) = B. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ T , òàêà, ùî
T−1PT = B, à îòæå,

T−1(Jk(µ))2T = (T−1Jk(µ)T )2 = B.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ðiâíÿííÿ Y 2 = B, à ç íèì i ðiâíÿííÿ X2 = A
ìàþòü ðîçâ'ÿçêè.

5.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 5.1. Çíàéäiòü Æ.Í.Ô. ìàòðèöü

(
2 2 1
1 3 1
1 2 2

)
,

 1 2 1 1
1 2 1 1
0 0 1 2
0 0 1 2

 ,


1 1 1 1 0 2
0 −1 1 2 −1 2
0 0 1 2 1 2
0 0 0 −1 0 2
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 −1

 ,
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
2 0 0 2 0 2
0 2 0 2 0 2
0 0 2 2 0 2
0 0 0 2 0 2
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2

 ,


1 0 1 3 1 2
0 1 2 1 0 3
0 0 1 2 5 1
0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 .

Çàäà÷à 5.2. Îá÷èñëiòü ëàíöþæêîâèé áàçèñ êîðåíåâîãî ïiäïðîñòî-
ðó ìàòðèöü

(
2 1 1
1 2 1
1 1 2

)
,

 3 1 1 1
−4 −1 1 1
0 0 4 1
0 0 −9 −2

 ,


1 1 0 1 1 0
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ,


1 2 2 2 2 2
0 1 2 2 2 2
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 2 2
0 0 0 0 1 2
0 0 0 0 0 2

 ,


2 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 1
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 ,

ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó 1.
Çàäà÷à 5.3. Çíàéäiòü Æ.Í.Ô. ìàòðèöi (Jk(λ))n, n ∈ N.
Çàäà÷à 5.4. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi A
òà äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ X, ùî Xk = A.
Çàäà÷à 5.5. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Matn×n(C)
ðàíãó 1 iñíó¹ t ∈ C òàêå, ùî A2 = tA.
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6 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöü 2× 2

6.1 Êëàñèôiêàöiÿ æîðäàíîâèõ ìàòðèöü ðîçìiðó 2× 2

Äëÿ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó 2×2 ëåãêî ïåðåëi÷èòè óñi ìîæëèâi
âàðiàíòè æîðäàíîâèõ íîðìàëüíèõ ôîðì. Ñïðàâäi, êiëüêiñòü êëiòèí
Æîðäàíà, ç ÿêèõ ìà¹ ñêëàäàòèñü ïîäiáíà ìàòðèöÿ, íå ìîæå áóòè áiëü-
øà çà 2. ßêùî êëiòèí Æîðäàíà 2, òîäi îáèäâi êëiòèíè ìàþòü ðîçìið
1× 1 i æîðäàíîâà ôîðìà ¹ äiàãîíàëüíîþ. Êðiì òîãî, â íàøèõ êëiòè-
íàõ Æîðäàíà âëàñíi ÷èñëà ìîæóòü çáiãàòèñü, à ìîæóòü i íå çáiãàòèñü.
ßêùî æ êëiòèíà Æîðäàíà ¹äèíà, òî æîðäàíîâà ôîðìà ìà¹ âèãëÿä
J2(λ). Öå ìîæíà ïåðåòâîðèòè â íàñòóïíó òåîðåìó:
Òåîðåìà 6.1. Íåõàé A ∈ Mat2×2(C). Òîäi Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìà¹
îäèí iç íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ:
1. J2(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
2. J1(λ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
3. J1(λ)⊕ J1(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C.
Ìè íàçèâàòèìåìî âiäïîâiäíi Æ.Í.Ô. ôîðìàìè ïåðøîãî, äðóãîãî

òà òðåòüîãî òèïiâ. Íàéïðîñòiøèì ¹ äîñëiäæåííÿ Æ.Í.Ô. îñòàííüîãî,
òðåòüîãî òèïó. À ñàìå, ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà:
Òåîðåìà 6.2. Íåõàé Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ¹ B = J1(λ)⊕J1(λ)⊕· · ·⊕
J1(λ). Òîäi A = B.

Òåîðåìà 6.2 ïîêàçó¹, ùî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi ¹ ñêàëÿðíîþ ìàòðèöåþ
(òîáòî ìàòðèöåþ âèãëÿäó λE) òîäi é ëèøå òîäi, êîëà ñàìà ìàòðèöÿ
¹ ñêàëÿðíîþ. Öåé âèïàäîê òðèâiàëüíèé. Îòæå, íàäàëi ìè ðîçãëÿíå-
ìî àëãîðèòìè çíàõîäæåííÿ Æ.Í.Ô. iíøèõ ìàòðèöü. Äëÿ ïî÷àòêó ìè
íàâåäåìî òåîðåìó, ùî äà¹ êëàñèôiêàöiéíi îçíàêè òèïó Æ.Í.Ô. ôiê-
ñîâàíî¨ ìàòðèöi.
Òåîðåìà 6.3. 1. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat2×2(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ïåðøîãî

òèïó òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ i
ìàòðèöÿ A íå ¹ ñêàëÿðíîþ.

2. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat2×2(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. äðóãîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi.

3. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat2×2(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. òðåòüîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ñêàëÿðíà.
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6.2 Àëãîðèòìè çâåäåííÿ äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi 2× 2

Òåîðåìà 6.3 äà¹ åôåêòèâíèé àëãîðèòì äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ òèïó æîðäà-
íîâî¨ ôîðìè ìàòðèöi A. Äàëi ìè ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi àëãîðèòìè
çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü ïåðåõîäó.
Àëãîðèòì 6.1. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ïåðøîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ïåð-
øîãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1, ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè äðóãèé áàçèñíèé âåêòîð v2, ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v1.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J2(λ). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S, âè-
ïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà v1, à ïîòiì �
êîîðäèíàòè âåêòîðà v2.

Àëãîðèòì 6.2. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A äðóãîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A äðó-
ãîãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ òà µ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ç âëàñíèì ÷èñëîì λ, ÿê Ô.Ñ.Ð.
îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìàòðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v2 ç âëàñíèì ÷èñëîì µ, ÿê Ô.Ñ.Ð.
îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìàòðèöåþ A− µE.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþA áóäå J1(λ)⊕J1(µ). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S
âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà v1, à ïîòiì �
êîîðäèíàòè âåêòîðà v2.

6.3 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 6.1. Çâåñòè äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =
(

4 4
−1 0

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A
íå ¹ ñêàëÿðíîþ, öå íå áóäå òðåòié òèï. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé
ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det
(

4− λ 4
−1 −λ

)
= −(4− λ) · λ+ 4 = λ2 − 4λ+ 4 = (λ− 2)2.
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Ìà¹ìî îäíå âëàñíå ÷èñëî 2 êðàòíîñòi 2. Îñêiëüêè A íå ñêàëÿðíà,
âîíà ìà¹ Æ.Í.Ô. ïåðøîãî òèïó. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð:(

2 4
−1 −2

)
7→ ( 1 2 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:{

x1 = −2x2
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
( −2

1
)
x2.

Îòæå,

v1 =
( −2

1
)
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v2 ïîòðiáíî ðîçâ'çàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: (

2 4
−1 −2

∣∣∣ −2
1
)
7→ ( 1 2 | −1 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:{

x1 = −2x2 − 1
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
( −1

0
)

+
( −2

1
)
x2.

Îòæå, âåêòîð v2 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v2 =
( −1

0
)
.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó S:

B =
(

2 1
0 2

)
, S =

( −2 1
1 0

)
.

Ïðèêëàä 6.2. Çâåñòè äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =
(

1 3
2 2

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ A
íå ¹ ñêàëÿðíîþ, öå íå áóäå òðåòié òèï. Çíàéäåìî õàðàêòåðèñòè÷íèé
ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det
(

1− λ 3
2 2− λ

)
=

= (1− λ)(2− λ)− 6 = λ2 − 3λ− 4 = (λ+ 1)(λ− 4).
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Ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: −1 òà 4. Îòæå, A ìà¹ Æ.Í.Ô. äðóãîãî
òèïó. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì −1:(

2 3
2 3

)
7→ ( 2 3 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:{

x1 = (−3/2)x2
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
( −3

2
)
x2/2.

Îòæå,

v1 =
( −3

2
)
.

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 4:( −3 3
2 −2

)
7→ ( 1 −1 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:{

x1 = x2
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
(

1
1
)
x2.

Îòæå,

v2 =
(

1
1
)
.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó S:

B =
( −1 0

0 4
)
, S =

( −3 1
2 1

)
.

6.4 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 6.1. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi(

5 2
−2 1

)
,
(

6 3
−12 −6

)
,
(

8 2
−8 0

)
,
(

2 6
1 3

)
,
(

1 2
2 4

)
,

(
0 1
0 1

)
,
(

0 1
1 0

)
,
(

3 2
−1 0

)
,
(

6 4
2 4

)
,
( −1 −1

1 −3
)
.
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7 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöü 3× 3

7.1 Êëàñèôiêàöiÿ æîðäàíîâèõ ìàòðèöü ðîçìiðó 3× 3

Êëàñèôiêàöiÿ æîðäàíîâèõ ôîðì äëÿ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó
3×3 ñóòò¹âî ñêëàäíiøà çà ïîïåðåäíié âèïàäîê ìàòðèöü ðîçìiðó 2×2.
Ïðîòå ¨¨ öiëêîì ìîæíà îñÿãíóòè. Ñïðàâäi, êiëüêiñòü êëiòèí Æîðäà-
íà, ç ÿêèõ ìà¹ ñêëàäàòèñü ïîäiáíà ìàòðèöÿ, íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè 3.
ßêùî êëiòèíÆîðäàíà 3, òîäi âñi âîíè ìàþòü ðîçìið 1×1 i æîðäàíîâà
ôîðìà ¹ äiàãîíàëüíîþ. Âëàñíi ÷èñëà â íàøèõ êëiòèíàõ ìîæóòü áóòè
ÿêèìè çàâãîäíî, ùî äà¹ ðiâíî òðè ðiçíi âèïàäêè. ßêùî êëiòèí Æîð-
äàíà 2, òîäi îäíà ç íèõ ìà¹ ðîçìið 1×1, à iíøà � 2×2. Çàóâàæèâøè,
ùî âëàñíi ÷èñëà ìîæóòü áóòè îäíàêîâèìè i ðiçíèìè, ìàòèìåìî ùå
äâà âèïàäêè. ßêùî æ êëiòèíà Æîðäàíà ¹äèíà, òî æîðäàíîâà ôîðìà
ìà¹ âèãëÿä J3(λ). Ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ ìîæíà çiáðàòè â íàñòóïíó
òåîðåìó:
Òåîðåìà 7.1. Íåõàé A ∈ Mat3×3(C). Òîäi Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìà¹
îäèí ç íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ:
1. J3(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
2. J2(λ)⊕ J1(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
3. J2(λ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
4. J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ 6= ν ∈ C;
5. J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
6. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C.
Ìè íàçèâàòèìåìî âiäïîâiäíi ôîðìè Æ.Í.Ô. ôîðìàìè ïåðøîãî,

äðóãîãî . . . øîñòîãî òèïiâ. Íàéïðîñòiøèì ¹ äîñëiäæåííÿÆ.Í.Ô. îñòàí-
íüîãî, øîñòîãî òèïó. Ç òåîðåìè 6.2 âèïëèâà¹, ùî Æ.Í.Ô. øîñòîãî òè-
ïó ìàþòü ñêàëÿðíi ìàòðèöi é ëèøå âîíè. Íàäàëi ìè çîñåðåäèìî ñâîþ
óâàãó íà çíàõîäæåííi Æ.Í.Ô. iíøèõ ìàòðèöü. Äëÿ ïî÷àòêó íàâåäå-
ìî òåîðåìó, ùî äà¹ êëàñèôiêàöiéíi îçíàêè òèïó Æ.Í.Ô. ôiêñîâàíî¨
ìàòðèöi.
Òåîðåìà 7.2. 1. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat3×3(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ïåðøîãî

òèïó òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ i
ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 1.

2. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat3×3(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. äðóãîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ i ìàòðèöÿ A−µE
ìà¹ äåôåêò 2.

3. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat3×3(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. òðåòüîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, ç ÿêèõ µ
ìà¹ êðàòíiñòü 2, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 1.
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4. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat3×3(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ÷åòâåðòîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ òðè ðiçíi êîðåíi.

5. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat3×3(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ï'ÿòîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, ç ÿêèõ
µ ìà¹ êðàòíiñòü 2, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 2.

6. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat3×3(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. øîñòîãî òèïó òîäi é
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ñêàëÿðíà.

7.2 Àëãîðèòìè çâåäåííÿ äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi 3× 3

Òåîðåìà 6.3 äà¹ åôåêòèâíèé àëãîðèòì äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ òèïóÆîðäà-
íîâî¨ ôîðìè ìàòðèöi A. Äàëi ìè ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi àëãîðèòìè
çíàõîäæåííÿ âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü ïåðåõîäó.
Àëãîðèòì 7.1. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ïåðøîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ïåð-
øîãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè äðóãèé áàçèñíèé âåêòîð v2 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v1.
• Îá÷èñëèòè òðåòié áàçèñíèé âåêòîð v3 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v2.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J3(λ). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âè-
ïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà v1, ïîòiì � êî-
îðäèíàòè âåêòîðà v2, i íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v3.

Àëãîðèòì 7.2. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A äðóãîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A äðó-
ãîãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíi âåêòîðè v̂1 òà v̂2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç
ìàòðèöåþ A− λE.
• Çà âåêòîð v3 âèáðàòè äîâiëüíèé íåíóëüîâèé âåêòîð ç C3, ÿêèé íå
¹ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi A, òîáòî íå ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
âåêòîðiâ v̂1 òà v̂2. Íàïðèêëàä, ìàòðèöÿ A−λE îáîâ'ÿçêîâî íåíó-
ëüîâà. Íåõàé ¨¨ i-é ñòîâï÷èê íå äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi çà v3 ìîæíà
âçÿòè âåêòîð, i-òà êîîðäèíàòà ÿêîãî äîðiâíþ¹ 1, à iíøi êîîðäè-
íàòè íóëüîâi.
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• Ïîêëàñòè v2 = (A− λE)v3.
• Âèáðàòè v1 ç âåêòîðiâ v̂1 òà v̂2 òàê, ùîá âií áóâ ëiíiéíî íåçàëåæ-
íèì ç v2.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(λ)⊕J2(λ) (ïîðÿäîê êëiòèí âàæ-
ëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó). Äëÿ çàïè-
ñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà
v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, i íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòî-
ðà v3.

Àëãîðèòì 7.3. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A òðåòüîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A òðå-
òüîãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ êðàòíîñòi 2 òà µ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè òðåòié áàçèñíèé âåêòîð v3 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v2.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(µ)⊕J2(λ) (ïîðÿäîê êëiòèí âàæ-
ëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó). Äëÿ çàïè-
ñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà
v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, i íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòî-
ðà v3.

Àëãîðèòì 7.4. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ÷åòâåðòîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ÷åò-
âåðòîãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ, µ òà ν, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− νE.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(λ) ⊕ J1(µ) ⊕ J1(ν) (ïîðÿäîê
êëiòèí âàæëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõî-
äó). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîð-
äèíàòè âåêòîðà v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, i íàðåøòi,
êîîðäèíàòè âåêòîðà v3.
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Àëãîðèòì 7.5. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ï'ÿòîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿÆ.Í.Ô. ìàòðèöiA ï'ÿòîãî
òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ êðàòíîñòi 2 òà µ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíi âåêòîðè v2 òà v3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç
ìàòðèöåþ A− λE.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(µ) ⊕ J1(λ) ⊕ J1(λ) (ïîðÿäîê
êëiòèí âàæëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõî-
äó). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîð-
äèíàòè âåêòîðà v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, i íàðåøòi,
êîîðäèíàòè âåêòîðà v3.

7.3 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 7.1. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

(
3 1 1
−4 −1 2
0 0 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Öå âæå íå òàê ïðîñòî,
ÿê ó âèïàäêó ìàòðèöü 2 × 2. Îòæå, ñïåðøó îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðè-
ñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çàóâàæèâøè, ùî íàøà ìàòðèöÿ áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

(
3− λ 1 1
−4 −1− λ 2
0 0 1− λ

)
=

= ((3− λ)(−1− λ) + 4)(1− λ) = (λ2 − 2λ+ 1)(1− λ) = −(λ− 1)3.

Ìà¹ìî îäíå âëàñíå ÷èñëî 1 êðàòíîñòi 3. Öüîãî ùå íåäîñòàòíüî äëÿ
âèçíà÷åííÿ òèïó. Îòæå, îá÷èñëèìî äåôåêò ìàòðèöi A− E:

A− E =

(
2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

)
.

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹
1. Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. ïåðøîãî òèïó.
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Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé
âèùå àëãîðèòì 7.1. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð:

A− E =

(
2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

)
7→
(

2 1 1
−4 −2 2

)
{[2] + 2 ∗ [1]} 7→

(
2 1 1
0 0 4

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
2 1 1
0 0 1

)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
2 1 0
0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x1

x2 = −2x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
−2
0

)
x1.

Îòæå,

v1 =

(
1
−2
0

)
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v2 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.:(

2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

∣∣∣∣∣ 1
−2
0

)
7→
(

2 1 1
−4 −2 2

∣∣∣ 1
−2

)
{[2] + 2 ∗ [1]} 7→

(
2 1 1
0 0 4

∣∣∣ 1
0
)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 1 1
0 0 1

∣∣∣ 1
0
)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
2 1 0
0 0 1

∣∣∣ 1
0
)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x1

x2 = 1− 2x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0
1
0

)
+

(
1
−2
0

)
x1.

Îòæå, âåêòîð v2 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v2 =

(
0
1
0

)
.
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Íàðåøòi, äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v3 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó
íåîäíîðiäíó Ñ.Ë.Ð.:(

2 1 1
−4 −2 2
0 0 0

∣∣∣∣∣ 0
1
0

)
7→
(

2 1 1
−4 −2 2

∣∣∣ 0
1
)

{[2] + 2 ∗ [1]} 7→
(

2 1 1
0 0 4

∣∣∣ 0
1
)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 1 1
0 0 1

∣∣∣ 0
1/4

)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 1 0
0 0 1

∣∣∣ −1/4
1/4

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{

x1 = x1
x2 = −1/4− 2x1
x3 = 1/4

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0
−1/4
1/4

)
+

(
1
−2
0

)
x1.

Îòæå, âåêòîð v3 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v3 =

(
0
−1/4
1/4

)
.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)
, S =

(
1 0 0
−2 1 −1/4
0 0 1/4

)
.

Ïðèêëàä 7.2. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

(
4 −1 0
1 2 0
1 −1 3

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ-
¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çàóâàæèâøè, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

(
4− λ −1 0

1 2− λ 0
1 −1 3− λ

)
=

= ((4− λ)(2− λ) + 1)(3− λ) = (λ2 − 6λ+ 9)(3− λ) = −(λ− 3)3.
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Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî 3 êðàòíîñòi 3. Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó òðåáà
îá÷èñëèòè äåôåêò ìàòðèöi A− 3E:

A− 3E =

(
1 −1 0
1 −1 0
1 −1 0

)
.

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 1, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹
2. Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. äðóãîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé
âèùå àëãîðèòì 7.2. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè:

A− 3E =

(
1 −1 0
1 −1 0
1 −1 0

)
7→ ( 1 −1 0 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2 òà
x3 âiëüíèìè çìiííèìè:{ x1 = x2

x2 = x2
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x2 +

(
0
0
1

)
x3.

Îòæå,

v̂1 =

(
1
1
0

)
, v̂2 =

(
0
0
1

)
.

Çàóâàæèìî, ùî ïåðøèé ðÿäîê ìàòðèöi A− 3E íåíóëüîâèé, îòæå,
ìîæíà âèáðàòè

v3 =

(
1
0
0

)
.

Òåïåð ïîäi¹ìî íà v3 ìàòðèöåþ A− 3E, îá÷èñëþþ÷è v2:

v2 = (A− 3E)v3 =

(
1
1
1

)
.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî îáèäâà çíàéäåíi íàìè âåêòîðè v̂1 òà v̂2 ëiíiéíî íåçà-
ëåæíi ç v2. Îòæå, ÿê v1 ìîæíà âèáðàòè áóäü-ÿêèé ç íèõ, íàïðèêëàä

v1 = v̂2 =

(
0
0
1

)
.
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Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

(
3 0 0
0 3 1
0 0 3

)
, S =

(
0 1 1
0 1 0
1 1 0

)
.

Ïðèêëàä 7.3. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

(
−2 1 3
−4 3 −2
0 0 −1

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ-
¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çàóâàæèâøè, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

(
−2− λ 1 3
−4 3− λ −2
0 0 −1− λ

)
=

= ((−2− λ)(3− λ) + 4)(−1− λ) = (λ2 − λ− 2)(−1− λ) =
= (2− λ)(−1− λ)2 = −(λ− 2)(λ+ 1)2.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî −1 êðàòíîñòi 2 òà âëàñíå ÷èñëî 2 êðàòíîñòi 1.
Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó îá÷èñëèìî äåôåêò ìàòðèöi A+ E:

A+ E =

(
−1 1 3
−4 4 −2
0 0 0

)
.

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹
1. Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. òðåòüîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé
âèùå àëãîðèòì 7.3. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì
÷èñëîì 2:

A− 2E =

(
−4 1 3
−4 1 −2
0 0 −3

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
−4 1 3
0 0 −5
0 0 −3

)
7→

{(−1/3) ∗ [3]} 7→

(
−4 1 3
0 0 −5
0 0 1

)
{[1] + (−3) ∗ [3]}{[2] + 5 ∗ [3]} 7→

7→

(
−4 1 0
0 0 0
0 0 1

)
7→
( −4 1 0

0 0 1
)
.

60



Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x1

x2 = 4x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
4
0

)
x1.

Îòæå,

v1 =

(
1
4
0

)
.

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì −1:

A+ E =

(
−1 1 3
−4 4 −2
0 0 0

)
7→
( −1 1 3
−4 4 −2

)
{[2] + (−4) ∗ [1]} 7→

( −1 1 3
0 0 −14

)
{(−1/14) ∗ [2]} 7→

7→
( −1 1 3

0 0 1
)
{[1] + (−3) ∗ [2]} 7→

( −1 1 0
0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x1

x2 = x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x1.

Îòæå,

v2 =

(
1
1
0

)
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v3 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.:(
−1 1 3
−4 4 −2
0 0 0

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)
7→
( −1 1 3
−4 4 −2

∣∣∣ 1
1
)

{[2] + (−4) ∗ [1]} 7→
( −1 1 3

0 0 −14

∣∣∣ 1
−3

)
{(−1/14) ∗ [2]} 7→

7→
( −1 1 3

0 0 1

∣∣∣ 1
3/14

)
{[1] + (−3) ∗ [2]} 7→

7→
( −1 1 0

0 0 1

∣∣∣ 5/14
3/14

)
.
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Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{

x1 = x1
x2 = x1 + 5/14
x3 = 3/14

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0

5/14
3/14

)
+

(
1
1
0

)
x1.

Îòæå, âåêòîð v2 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä òàêèì ÷èíîì:

v3 =

(
0

5/14
3/14

)
.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

(
2 0 0
0 −1 1
0 0 −1

)
, S =

(
1 1 0
4 1 5/14
0 0 3/14

)
.

Ïðèêëàä 7.4. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

(
1 1 0
5 −3 0
2 −1 3

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ-
¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çàóâàæèâøè, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

(
1− λ 1 0

5 −3− λ 0
2 −1 3− λ

)
=

= ((1− λ)(−3− λ)− 5)(3− λ) = (λ2 + 2λ− 8)(3− λ) =
= (2− λ)(−4− λ)(3− λ) =

= −(λ− 2)(λ+ 4)(λ− 3).

Ìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà 2, −4 òà 3. Îòæå, ìàòðèöÿ A ¹ ìàòðèöåþ ÷åò-
âåðòîãî òèïó.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 7.4. Ñïî-
÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 2:

A− 2E =

(
−1 1 0
5 −5 0
2 −1 1

)
7→
( −1 1 0

2 −1 1
)
{[2] + 2 ∗ [1]} 7→( −1 1 0

0 1 1
)
{−1 ∗ [1]} 7→

(
1 −1 0
0 1 1

)
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Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x2

x2 = x2
x3 = −x2

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
−1

)
x2.

Îòæå,

v1 =

(
1
1
−1

)
.

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì −4:

A+ 4E =

(
5 1 0
5 1 0
2 −1 7

)
7→
(

5 1 0
2 −1 7

)
{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

7→
(

5 1 0
7 0 7

)
{(1/7) ∗ [2]} 7→

(
5 1 0
1 0 1

)
Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x1

x2 = −5x1
x3 = −x1

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
−5
−1

)
x1.

Îòæå,

v2 =

(
1
−5
−1

)
.

Íàðåøòi, çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 3:

A− 3E =

(
−2 1 0
5 −6 0
2 −1 0

)
7→
( −2 1 0

5 −6 0
)
{[2] + 6 ∗ [1]} 7→

7→
( −2 1 0
−7 0 0

)
{(−1/7) ∗ [2]} 7→

( −2 1 0
1 0 0

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

7→
(

0 1 0
1 0 0

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x3
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = 0

x2 = 0
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
0
0
1

)
x1.
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Îòæå,

v3 =

(
0
0
1

)
.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

(
2 0 0
0 −4 0
0 0 3

)
, S =

(
1 1 0
1 −5 0
−1 1 1

)
.

Ïðèêëàä 7.5. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

(
6 1 1
1 6 1
0 0 5

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ-
¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çàóâàæèâøè, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

(
6− λ 1 1

1 6− λ 1
0 0 5− λ

)
=

= ((6− λ)(6− λ)− 1)(5− λ) = (λ2 − 12λ+ 35)(5− λ) =
= (7− λ)(5− λ)(5− λ) = −(λ− 7)(λ− 5)2.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëà 5 êðàòíîñòi 2 òà âëàñíå ÷èñëî 7 êðàòíîñòi 1.
Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó çíàéäåìî äåôåêò ìàòðèöi A− 5E:

A− 5E =

(
1 1 1
1 1 1
0 0 0

)
.

Ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 1, îòæå, ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 2. Öå îçíà÷à¹,
ùî ìàòðèöÿ A ¹ ìàòðèöåþ ï'ÿòîãî òèïó.

Çíàéäåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 7.5. Ñïî-
÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 7:

A− 7E =

(
−1 1 1
1 −1 1
0 0 −2

)
{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

7→

(
−1 1 0
0 0 2
0 0 2

)
7→
( −1 1 0

0 0 2
)

{(1/2) ∗ [2]} 7→
( −1 1 0

0 0 1
)
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Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = x1

x2 = x1
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x1.

Îòæå,

v1 =

(
1
1
0

)
.

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ç âëàñíèì ÷èñëîì 5:

A− 5E =

(
1 1 1
1 1 1
0 0 0

)
7→ ( 1 1 1 )

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2 òà
x3 âiëüíèìè çìiííèìè:{ x1 = −x2 − x3

x2 = x2
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
−1
1
0

)
x2 +

(
−1
0
1

)
x3.

Îòæå,

v2 =

(
−1
1
0

)
, v3 =

(
−1
0
1

)
.

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

(
7 0 0
0 5 0
0 0 5

)
, S =

(
1 −1 −1
1 1 0
0 0 1

)
.

7.4 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 7.1. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi(

2 1 2
0 2 5
0 0 2

)
,

(
7 2 0
−8 −1 0
1 2 3

)
,

(
3 2 2
−2 1 −2
0 0 1

)
,
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(
0 2 5
2 3 10
−1 −2 −6

)
,

(
4 1 0
−1 3 0
5 −1 2

)
,

(
3 2 −1
2 3 4
0 0 5

)
,

(
4 5 0
2 7 0
2 1 −3

)
,

(
1 1 1
2 0 5
0 0 4

)
,

(
3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

)
,

(
3 1 1
1 3 1
0 0 2

)
,

(
3 2 −3
4 10 −12
3 6 −7

)
,

(
1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

)
.
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8 Æîðäàíîâà ôîðìà ìàòðèöü 4× 4

8.1 Êëàñèôiêàöiÿ æîðäàíîâèõ ìàòðèöü ðîçìiðó 4× 4

Êëàñèôiêàöiÿ æîðäàíîâèõ ôîðì äëÿ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü ðîçìiðó
4 × 4 çíà÷íî áiëüøà íàâiòü çà âèïàäîê 3 × 3 ìàòðèöü. Ïðîòå ñïðî-
áó¹ìî îñÿãíóòè i ¨¨. Ñïðàâäi, êiëüêiñòü êëiòèí Æîðäàíà, ç ÿêèõ ìà¹
ñêëàäàòèñü ïîäiáíà ìàòðèöÿ, íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè 4. ßêùî êëiòèí
Æîðäàíà 4, òîäi óñi âîíè ìàþòü ðîçìið 1 × 1 i æîðäàíîâà ôîðìà ¹
äiàãîíàëüíîþ. Âëàñíi ÷èñëà â íàøèõ êëiòèíàõ ìîæóòü áóòè ÿêèìè
çàâãîäíî, ùî äà¹ ï'ÿòü ðiçíèõ âèïàäêiâ. ßêùî êëiòèí Æîðäàíà 3, òî
îäíà ç íèõ ìà¹ ðîçìið 2× 2, à iíøi � 1× 1. Çàóâàæèâøè, ùî âëàñíi
÷èñëà ìîæóòü áóòè ÿêèìè çàâãîäíî, ìàòèìåìî ùå ÷îòèðè âèïàäêè.
ßêùî êëiòèí Æîðäàíà 2, òîäi âîíè îáèäâi ìàþòü ðîçìið 2 × 2, àáî
îäíà ç íèõ ìà¹ ðîçìið 3 × 3, à iíøi � 1 × 1. Öå äà¹ ùå ÷îòèðè âè-
ïàäêè. Íàðåøòi, ÿêùî êëiòèíà Æîðäàíà ¹äèíà, òî æîðäàíîâà ôîðìà
ìà¹ âèãëÿä J4(λ). Ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ ìîæíà çiáðàòè â íàñòóïíó
òåîðåìó:
Òåîðåìà 8.1. Íåõàé A ∈ Mat3×3(C). Òîäi Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìà¹
îäèí ç íàñòóïíèõ âèãëÿäiâ:
1. J4(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
2. J3(λ)⊕ J1(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
3. J3(λ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
4. J2(λ)⊕ J2(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
5. J2(λ)⊕ J2(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
6. J2(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C;
7. J2(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
8. J2(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
9. J2(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ 6= ν ∈ C;

10. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ) äëÿ äåÿêîãî λ ∈ C.
11. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
12. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(µ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ ∈ C;
13. J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ 6= ν ∈ C;
14. J1(λ)⊕ J1(µ)⊕ J1(ν)⊕ J1(κ) äëÿ äåÿêèõ λ 6= µ 6= ν 6= κ ∈ C.
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Ìè íàçèâàòèìåìî âiäïîâiäíi ôîðìè Æ.Í.Ô. ôîðìàìè ïåðøîãî,
äðóãîãî . . . , ÷îòèðíàäöÿòîãî òèïiâ. Íàéïðîñòiøèì ¹ äîñëiäæåííÿÆ.Í.Ô.
äåñÿòîãî òèïó. Ç òåîðåìè 6.2 îäðàçó âèïëèâà¹, ùî ïîäiáíóÆ.Í.Ô. ìà-
þòü ñêàëÿðíi ìàòðèöi i ëèøå âîíè. Íàäàëi ìè çîñåðåäèìî ñâîþ óâà-
ãó íà çíàõîäæåííÿ Æ.Í.Ô. iíøèõ ìàòðèöü. Êðiì òîãî, Æ.Í.Ô. äià-
ãîíàëiçîâíèõ ìàòðèöü ìîæíà çíàéòè, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 4.3.
Äëÿ ïî÷àòêó ìè íàâåäåìî òåîðåìó, ùî äà¹ êëàñèôiêàöiéíi îçíàêè òè-
ïó Æ.Í.Ô. ôiêñîâàíî¨ ìàòðèöi.
Òåîðåìà 8.2. 1. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ïåðøîãî

òèïó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ i
ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 1.

2. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. äðóãîãî òèïó òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ, ìàòðèöÿ A−µE ìà¹
äåôåêò 2 òà ìàòðèöÿ (A− µE)2 íåíóëüîâà.

3. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. òðåòüîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, ç ÿêèõ µ
ìà¹ êðàòíiñòü 3, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 1.

4. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ÷åòâåðòîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ, ìàòðèöÿ A−µE
ìà¹ äåôåêò 2 òà ìàòðèöÿ (A− µE)2 íóëüîâà.

5. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ï'ÿòîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, îáèäâà
êðàòíîñòi 2, ïðè÷îìó ìàòðèöi A− µE òà A− νE ìàþòü äå-
ôåêò 1.

6. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. øîñòîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ¹äèíèé êîðiíü µ i ìàòðèöÿ A−µE
ìà¹ äåôåêò 3.

7. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ñüîìîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, ç ÿêèõ
µ ìà¹ êðàòíiñòü 3, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 2.

8. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. âîñüìîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, îáèäâà
êðàòíîñòi 2, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A − µE ìà¹ äåôåêò 1, à ìà-
òðèöÿ A− νE ìà¹ äåôåêò 2.

9. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. äåâ'ÿòîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ òðè ðiçíi êîðåíi µ 6= ν 6= κ, ç
ÿêèõ µ ìà¹ êðàòíiñòü 2, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A−µE ìà¹ äåôåêò
1.
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10. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. äåñÿòîãî òèïó òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ñêàëÿðíà.

11. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. îäèíàäöÿòîãî òèïó òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, ç ÿêèõ µ
ìà¹ êðàòíiñòü 3, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A− µE ìà¹ äåôåêò 3.

12. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. äâàíàäöÿòîãî òèïó òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ äâà ðiçíi êîðåíi ν 6= µ, îáèä-
âà êðàòíîñòi 2, ïðè÷îìó ìàòðèöi A − µE òà A − νE ìàþòü
äåôåêò 2.

13. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. òðèíàäöÿòîãî òèïó òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ òðè ðiçíi êîðåíi µ 6= ν 6= κ, ç
ÿêèõ µ ìà¹ êðàòíiñòü 2, ïðè÷îìó ìàòðèöÿ A−µE ìà¹ äåôåêò
2.

14. Ìàòðèöÿ A ∈ Mat4×4(C) ìà¹ Æ.Í.Ô. ÷îòèðíàäöÿòîãî òèïó
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè χA(λ) ìà¹ ÷îòèðè ðiçíi êîðåíi.

8.2 Àëãîðèòìè çâåäåííÿ äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi 4× 4

Òåîðåìà 6.3 äà¹ åôåêòèâíèé àëãîðèòì äëÿ iäåíòèôiêàöi¨ òèïó æîðäà-
íîâî¨ ôîðìè ìàòðèöi A. Äàëi ìè ïðîïîíó¹ìî Âàøié óâàçi àëãîðèòìè
çíàõîäæåííÿ ìàòðèöü ïåðåõîäó äëÿ íåäiàãîíàëiçîâíèõ æîðäàíîâèõ
ôîðì. Ó âèïàäêó äiàãîíàëiçîâíèõ ìàòðèöü (òèïè ç äåñÿòîãî ïî ÷î-
òèðíèäöÿòèé) ìîæíà çâåðòàòèñü äî àëãîðèòìó 4.3.
Àëãîðèòì 8.1. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ïåðøîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ïåð-
øîãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè äðóãèé áàçèñíèé âåêòîð v2 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v1.
• Îá÷èñëèòè òðåòié áàçèñíèé âåêòîð v3 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v2.
• Îá÷èñëèòè òðåòié áàçèñíèé âåêòîð v4 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v3.
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• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J4(λ). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âè-
ïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà v1, ïîòiì � êî-
îðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè âåêòîðà v3 i íàðåøòi �
êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.2. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A äðóãîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A äðó-
ãîãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíi âåêòîðè v̂1 òà v̂2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç
ìàòðèöåþ A− λE.
• Äëÿ êîæíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ei (îäèíè÷êà íà i-ìó ìiñöi) ïî-
áóäóâàòè ëàíöþæîê (A−λE)jei. Âèáðàòè òàêå i, äëÿ ÿêîãî (A−
λE)ei òà (A−λE)2ei íåíóëüîâi. Ïîêëàñòè v4 = ei, v3 = (A−λE)ei
òà v2 = (A− λE)2ei.
• Âèáðàòè v1 ç âåêòîðiâ v̂1 òà v̂2 òàê, ùîá âií áóâ ëiíiéíî íåçàëåæ-
íèì ç v2.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(λ)⊕J3(λ) (ïîðÿäîê êëiòèí âàæ-
ëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó). Äëÿ çàïè-
ñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà
v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè âåêòîðà
v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.3. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A òðåòüîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A òðå-
òüîãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ êðàòíîñòi 3 òà µ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè òðåòié áàçèñíèé âåêòîð v3 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v2.
• Îá÷èñëèòè îñòàííié áàçèñíèé âåêòîð v4 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v3.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(µ)⊕J3(λ) (ïîðÿäîê êëiòèí âàæ-
ëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó). Äëÿ çàïè-
ñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà
v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè âåêòîðà
v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.
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Àëãîðèòì 8.4. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ÷åòâåðòîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ÷åò-
âåðòîãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Äëÿ êîæíîãî áàçèñíîãî âåêòîðà ei (îäèíè÷êà íà i-ìó ìiñöi) ïîáó-
äóâàòè ëàíöþæîê (A−λE)jei. Âèáðàòè òàêi äâà ðiçíi i1 òà i2 äëÿ
ÿêèõ (A− λE)ei1 òà (A− λE)ei2 íåíóëüîâi òà ëiíiéíî íåçàëåæíi.
• Ïîêëàñòè v4 = ei1, v3 = (A− λE)v4, v2 = ei2 òà v1 = (A− λE)v2.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J2(λ)⊕ J2(λ). Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi
S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà v1, ïîòiì �
êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè âåêòîðà v3 i, íàðåøòi,
êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.5. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ï'ÿòîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿÆ.Í.Ô. ìàòðèöiA ï'ÿòîãî
òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ òà µ êðàòíîñòi 2, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè äðóãèé áàçèñíèé âåêòîð v2 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − µE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v1.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè îñòàííié áàçèñíèé âåêòîð v4 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v3.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J2(µ)⊕J2(λ) (ïîðÿäîê êëiòèí âàæ-
ëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó). Äëÿ çàïè-
ñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè âåêòîðà
v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè âåêòîðà
v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.6. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A øîñòîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A øîñòî-
ãî òèïó, âëàñíèì ÷èñëîì ÿêî¨ ¹ λ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíi âåêòîðè v̂1, v̂2 òà v̂3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð.
ç ìàòðèöåþ A− λE.
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• Ïîêëàñòè v4 = ei, äå i âèáðàíî òàê, ùî i-é ñòîâï÷èê ìàòðèöi
A− λE íåíóëüîâèé.
• Ïîêëàñòè v3 = (A− λE)v4.
• Âèáðàòè v1 òà v2 ç âåêòîðiâ v̂1, v̂2 òà v̂3 òàê, ùîá âîíè áóëè ëiíiéíî
íåçàëåæíèìè ç v3.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(λ) ⊕ J1(λ) ⊕ J2(λ) (ïîðÿäîê
êëiòèí âàæëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó).
Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè
âåêòîðà v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè
âåêòîðà v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.7. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A ñüîìîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ñüîìî-
ãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ êðàòíîñòi 3 òà µ, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíi âåêòîðè v̂2 òà v̂3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç
ìàòðèöåþ A− λE.
• Ïiäíåñòè ìàòðèöþ A− λE äî êâàäðàòó B = (A− λE)2.
• Îá÷èñëèòè Ô.Ñ.Ð. w1, w2, w3 îäíîðiäíîþ Ñ.Ë.Ð. ç ìàòðèöåþ B.
• Çíàéòè wi, äëÿ ÿêîãî (A− λE)wi 6= 0.
• Ïîêëàñòè v4 = wi, äå wi çíàéäåíî âèùå.
• Ïîêëàñòè v3 = (A− λE)v4.
• Âèáðàòè v2 ç âåêòîðiâ v̂2 òà v̂3 òàê, ùîá âií áóâ ëiíiéíî íåçàëåæ-
íèìè ç v3.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(µ) ⊕ J1(λ) ⊕ J2(λ) (ïîðÿäîê
êëiòèí âàæëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó).
Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè
âåêòîðà v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè
âåêòîðà v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.8. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A âîñüìîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A âîñü-
ìîãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ òà µ êðàòíîñòi 2, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíi âåêòîðè v1 òà v2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç
ìàòðèöåþ A− µE.
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• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè îñòàííié áàçèñíèé âåêòîð v4 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v3.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(µ) ⊕ J1(µ) ⊕ J2(λ) (ïîðÿäîê
êëiòèí âàæëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó).
Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè
âåêòîðà v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè
âåêòîðà v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

Àëãîðèòì 8.9. Çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìà-
òðèöi A äåâ'ÿòîãî òèïó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàòðèöi ïåðåõîäó äëÿ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A äåâ'ÿ-
òîãî òèïó, âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿêî¨ ¹ λ, µ òà ν, ñåðåä ÿêèõ λ êðàòíîñòi
2, íåîáõiäíî:
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v1 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− µE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v2 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− νE.
• Îá÷èñëèòè âëàñíèé âåêòîð v3 ÿê Ô.Ñ.Ð. îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ç ìà-
òðèöåþ A− λE.
• Îá÷èñëèòè îñòàííié áàçèñíèé âåêòîð v4 ÿê äåÿêèé ðîçâ'ÿçîê íåîä-
íîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð., ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ A − λE, à ñòîâï÷èê âiëüíèõ
÷ëåíiâ çáiãà¹òüñÿ ç v3.
• Æîðäàíîâîþ ôîðìîþ A áóäå J1(µ) ⊕ J1(ν) ⊕ J2(λ) (ïîðÿäîê
êëiòèí âàæëèâèé, ñàìå ç íèì áóäå óçãîäæåíî ìàòðèöþ ïåðåõîäó).
Äëÿ çàïèñó ìàòðèöi S âèïèøiòü ó ñòîâï÷èê ñïî÷àòêó êîîðäèíàòè
âåêòîðà v1, ïîòiì � êîîðäèíàòè âåêòîðà v2, äàëi � êîîðäèíàòè
âåêòîðà v3 i, íàðåøòi, êîîðäèíàòè âåêòîðà v4.

8.3 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 8.1. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 1 1 1 1
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

 .
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 1− λ 1 1 1
0 1− λ 1 1
0 0 1− λ 1
0 0 0 1− λ

 = (1− λ)4.

Ìà¹ìî îäíå âëàñíå ÷èñëî 1 êðàòíîñòi 4. Öüîãî ùå íåäîñòàòíüî äëÿ
âèçíà÷åííÿ òèïó. Îòæå, îá÷èñëèìî äåôåêò ìàòðèöi A− E:

A− E =

 0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Çðîçóìiëî, ùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 3, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 1.
Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. ïåðøîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è îïèñàíèé
âèùå àëãîðèòì 8.1. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð:

A− E =

 0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

 7→ (
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→7→

(
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = 0
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
0
0
0

x1.

Îòæå,

v1 =

 1
0
0
0

 .
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v2 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: 0 1 1 1

0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
0
0
0

 7→ (
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
0
0

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
0
0

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
0
0

)
Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = 1
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
1
0
0

+

 1
0
0
0

x1.

Îòæå, âåêòîð v2 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v2 =

 0
1
0
0

 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v3 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: 0 1 1 1

0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
1
0
0

 7→ (
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 0
1
0

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 0
1
0

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −1
1
0

)
Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = −1
x3 = 1
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
−1
1
0

+

 1
0
0
0

x1.
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Îòæå, âåêòîð v3 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v3 =

 0
−1
1
0

 .

Íàðåøòi, äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v4 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó
íåîäíîðiäíó Ñ.Ë.Ð.: 0 1 1 1

0 0 1 1
0 0 0 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
−1
1
0

 7→ (
0 1 1 1
0 0 1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 0
−1
1

)

{[2] + (−1) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −1
−2
1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
−2
1

)
Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = 1
x3 = −2
x4 = 1

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
1
−2
1

+

 1
0
0
0

x1.

Îòæå, âåêòîð v4 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v4 =

 0
1
−2
1

 .

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 1 1 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 , S =

 1 0 0 0
0 1 −1 1
0 0 1 −2
0 0 0 1

 .

Ïðèêëàä 8.2. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 4 1 1 1
−4 0 1 1
0 0 3 1
0 0 −1 1

 .
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 4− λ 1 1 1
−4 −λ 1 1
0 0 3− λ 1
0 0 −1 1− λ

 =

= (−λ(4− λ) + 4)((3− λ)(1− λ) + 1) = (λ2 − 4λ+ 4)2 = (λ− 2)4.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî 2 êðàòíîñòi 4. Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó òðåáà
îá÷èñëèòè äåôåêò ìàòðèöi A− 2E:

A− 2E =

 2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 7→ (
2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1

)

{[1] + (−1) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
2 1 0 0
−4 −2 0 0
0 0 1 1

)
7→

7→
(

2 1 0 0
0 0 1 1

)
.

Öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 4−2 = 2. Ïiäíåñåìî
ìàòðèöþ A− 2E äî êâàäðàòó:

(A− 2E)2 =

 2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

2

=

 0 0 3 3
0 0 −6 −6
0 0 0 0
0 0 0 0

 6= 0.

Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. äðóãîãî òèïó.
Çíàéäåìî ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 8.2. Ñïî-

÷àòêó çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè:

A− 2E =

 2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 7→ (
2 1 0 0
0 0 1 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1 òà
x4 âiëüíèìè çìiííèìè:

x1 = x1
x2 = −2x1
x3 = −x4
x4 = x4

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
−2
0
0

x1 +

 0
0
−1
1

x4.
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Îòæå,

v̂1 =

 1
−2
0
0

 , v̂2 =

 0
0
−1
1

 .

Òåïåð íàì òðåáà äiÿòè ìàòðèöåþ A − 2E íà áàçèñíi âåêòîðè ei,
ïðè÷îìó òðåáà øóêàòè òàêå i, ùîá ÿêîìîãà äîâøå ìè íå îòðèìàëè
íóëü. Äàâàéòå ïî÷íåìî ç îñòàííüîãî e4, îñêiëüêè ÷åòâåðòèé ðÿäîê
ìàòðèöi A− 2E �íàéáiëüø âiäìiííèé âiä íóëÿ�. Öå íi÷îãî íå îçíà÷à¹,
ïðîòå ìîæíà ñïîäiâàòèñü, ùî òàê ìè øâèäøå äîñÿãíåìî óñïiõó.

(A− 2E)e4 =

 2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 0
0
0
1

 =

 1
1
1
−1

 = w.

Äàëi:

(A− 2E)w =

 2 1 1 1
−4 −2 1 1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 1
1
1
−1

 =

 3
−6
0
0

 = u.

Ìè îòðèìàëè, ùî u 6= 0. Îòæå, ìè ìîæåìî ïîêëàñòè

v4 = e4 =

 0
0
0
1

 , v3 = w =

 1
1
1
−1

 , v2 = u =

 3
−6
0
0

 .

Òåïåð ìè áà÷èìî, ùî âåêòîð v̂2 ëiíiéíî íåçàëåæíèé ç v2. Îòæå, ÿê v1
ìîæíà âèáðàòè v̂2:

v1 = v̂2 =

 0
0
−1
1

 .

Îñòàòî÷íî, çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 , S =

 0 3 1 0
0 −6 1 0
−1 0 1 0
1 0 −1 1

 .
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Ïðèêëàä 8.3. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 1 2 2 1
5 −2 −1 1
0 0 3 −1
0 0 0 3

 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 1− λ 2 2 1
5 −2− λ −1 1
0 0 3− λ −1
0 0 0 3− λ

 =

= ((1−λ)(−2−λ)−10)(3−λ)2 = (λ2+λ−12)(3−λ)2 = (λ+4)(λ−3)3.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî 3 êðàòíîñòi 3 òà âëàñíå ÷èñëî −4 êðàòíîñòi 1.
Öüîãî ùå íå äîñòàòíüî äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè òèï. Îòæå, îá÷èñëèìî
äåôåêò ìàòðèöi A− 3E:

A− 3E =

 −2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

 .

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 3, òîáòî, ¨¨ äåôåêò äîðiâ-
íþ¹ 1. Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. òðåòüîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé
âèùå àëãîðèòì 8.3. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì
÷èñëîì −4:

A+ 4E =

 5 2 2 1
5 2 −1 1
0 0 7 −1
0 0 0 7

 {(1/7) ∗ [4]} 7→

 5 2 2 1
5 2 −1 1
0 0 7 −1
0 0 0 1


{[1] + (−1) ∗ [4]}{[2] + (−1) ∗ [4]}{[3] + 1 ∗ [4]} 7→

 5 2 2 0
5 2 −1 0
0 0 7 0
0 0 0 1


{(1/7) ∗ [3]} 7→

 5 2 2 0
5 2 −1 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 {[1] + (−2) ∗ [3]}

{[2] + 1 ∗ [3]} 7→

 5 2 0 0
5 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 7→ (
5 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.
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Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = −5x1/2
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 2
−5
0
0

x1/2.

Îòæå,

v1 =

 2
−5
0
0

 .

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 3:

A− 3E =

 −2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

 7→ (
−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1

)

{(−1) ∗ [3]} 7→

(
−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 1

)
{[1] + (−1) ∗ [3]}

{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
−2 2 2 0
5 −5 −1 0
0 0 0 1

)

{(−1) ∗ [2]} 7→

(
−2 2 2 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

)

{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

(
8 −8 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

)
{(−1/8) ∗ [1]} 7→

7→

(
−1 1 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

)
{[2] + (−5) ∗ [1]} 7→

(
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = x1
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
1
0
0

x1.

Îòæå,

v2 =

 1
1
0
0

 .
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v3 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: −2 2 2 1

5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
1
0
0

 7→ (
−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)

{(−1) ∗ [3]} 7→

(
−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)

{[1] + (−1) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
−2 2 2 0
5 −5 −1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)

{(−1) ∗ [2]} 7→

(
−2 2 2 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
−1
0

)
{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→(

8 −8 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 3
−1
0

)
{(−1/8) ∗ [1]} 7→

(
−1 1 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −3/8
−1
0

)

{[2] + (−5) ∗ [1]} 7→

(
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −3/8
7/8
0

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = x1 − 3/8
x3 = 7/8
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
−3/8
7/8
0

+

 1
0
0
0

x1.

Îòæå, âåêòîð v3 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v3 =

 0
−3/8
7/8
0

 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v4 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: −2 2 2 1

5 −5 −1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
0
−3/8
7/8
0

 7→
7→

(
−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣ 0
−3/8
7/8

)
{(−1) ∗ [3]} 7→
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(
−2 2 2 1
5 −5 −1 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 0
−3/8
−7/8

)
{[1] + (−1) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→(

−2 2 2 0
5 −5 −1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 7/8
1/2
−7/8

)
{(−1) ∗ [2]} 7→

(
−2 2 2 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 7/8
−1/2
−7/8

)

{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

(
8 −8 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 15/8
−1/2
−7/8

)

{(−1/8) ∗ [1]} 7→

(
−1 1 0 0
−5 5 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −15/64
−1/2
−7/8

)

{[2] + (−5) ∗ [1]} 7→

(
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −15/64
43/64
−7/8

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = x1 − 15/64
x3 = 43/64
x4 = −7/8

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
−15/64
43/64
−7/8

+

 1
0
0
0

x1.

Îòæå, âåêòîð v4 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v4 =

 0
−15/64
43/64
−7/8

 .

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 −4 0 0 0
0 3 1 0
0 0 3 1
0 0 0 3

 , S =

 2 1 0 0
−5 1 −3/8 −15/64
0 0 7/8 43/64
0 0 0 −7/8

 .

Ïðèêëàä 8.4. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 3 1 1 1
−1 1 −1 −1
0 0 3 1
0 0 −1 1

 .
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 3− λ 1 1 1
−1 1− λ −1 −1
0 0 3− λ 1
0 0 −1 1− λ

 =

= ((3−λ)(1−λ) + 1)((3−λ)(1−λ) + 1) = (λ2−4λ+ 4)2 = (λ−2)4.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî 2 êðàòíîñòi 4. Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó òðåáà
îá÷èñëèòè äåôåêò ìàòðèöi A− 2E:

A− 2E =

 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1


Öÿ ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 4−2 = 2. Ïiäíåñåìî
ìàòðèöþ A− 2E äî êâàäðàòó:

(A− 2E)2 =

 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

2

=

 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = 0.

Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. ÷åòâåðòîãî òèïó.
Çãiäíî ç àëãîðèòìîì 8.4 íàì òðåáà äiÿòè ìàòðèöåþ A − 2E íà

áàçèñíi âåêòîðè ei. Âèáåðåìî ïåðøèé òà òðåòié:

(A− 2E)e1 =

 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 1
0
0
0

 =

 1
−1
0
0

 = w,

(A− 2E)e3 =

 1 1 1 1
−1 −1 −1 −1
0 0 1 1
0 0 −1 −1

 0
0
1
0

 =

 1
−1
1
−1

 = u.

Ìè áà÷èìî, ùî u òà w ëiíiéíî íåçàëåæíi. Îòæå, ìîæíà âèáðàòè:

v1 = w =

 1
−1
0
0

 , v2 = e1 =

 1
0
0
0

 ,

v3 = u =

 1
−1
1
−1

 , v4 = e3 =

 0
0
1
0

 .
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Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 , S =

 1 1 1 0
−1 0 −1 0
0 0 1 1
0 0 −1 0

 .

Ïðèêëàä 8.5. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 3 1 1 2
1 3 3 1
0 0 4 1
0 0 0 2

 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 3− λ 1 1 2
1 3− λ 3 1
0 0 4− λ 1
0 0 0 2− λ

 =

= ((3− λ)(3− λ)− 1)(4− λ)(2− λ) = (λ2 − 6λ+ 8)(4− λ)(2− λ) =
= (λ− 4)2(λ− 2)2.

Ìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà 4 òà 2, îáèäâà êðàòíîñòi 2. Äëÿ âèçíà÷åííÿ
òèïó Æ.Í.Ô. òðåáà çíàéòè äåôåêòè ìàòðèöü A− 4E òà A− 2E.

A− 4E =

 −1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 −2

 .

Äåôåêò öi¹¨ ìàòðèöi, çðîçóìiëî, äîðiâíþ¹ 4− 3 = 1.

A− 2E =

 1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0

 .

I â öi¹¨ ìàòðèöi äåôåêò òàêîæ äîðiâíþ¹ 4 − 3 = 1. Îòæå, ìè ìà¹ìî
ñïðàâó ç Æ.Í.Ô. ï'ÿòîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé
âèùå àëãîðèòì 8.5. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì
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÷èñëîì 4:

A− 4E =

 −1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 −2

 {(−1/2) ∗ [4]} 7→

 −1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 1


7→

(
−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1

)
{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→(

−1 1 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

)
{[1] + 1 ∗ [2]} 7→

(
0 0 4 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

)

{(1/4) ∗ [1]} 7→

(
0 0 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

)
{[2] + (−3) ∗ [1]} 7→(

0 0 1 0
1 −1 0 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x2
x2 = x2
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
1
0
0

x2.

Îòæå,

v1 =

 1
1
0
0

 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v2 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: −1 1 1 2

1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 −2

∣∣∣∣∣∣
1
1
0
0

 {(−1/2) ∗ [4]} 7→

7→

 −1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣
1
1
0
0

 7→ (
−1 1 1 2
1 −1 3 1
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)
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{[1] + (−2) ∗ [3]}{[1] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
−1 1 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)

{[1] + 1 ∗ [2]} 7→

(
0 0 4 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 2
1
0

)

{(1/4) ∗ [1]} 7→

(
0 0 1 0
1 −1 3 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1/2
1
0

)

{[2] + (−3) ∗ [1]} 7→

(
0 0 1 0
1 −1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1/2
−1/2

0

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = −1/2 + x2
x2 = x2
x3 = 1/2
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 −1/2
0

1/2
0

+

 1
1
0
0

x2.

Îòæå,

v2 =

 −1/2
0

1/2
0

 .

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 2:

A− 2E =

 1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0

 7→ (
1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

7→

(
1 1 1 2
0 0 2 −1
0 0 2 1

)
7→ · · · 7→

(
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = −x2
x2 = x2
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 −1
1
0
0

x2.

Îòæå,

v3 =

 −1
1
0
0

 .
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v4 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: 1 1 1 2

1 1 3 1
0 0 2 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
−1
1
0
0

 7→ (
1 1 1 2
1 1 3 1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣ −1
1
0

)

{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
1 1 1 2
0 0 2 −1
0 0 2 1

∣∣∣∣∣ −1
2
0

)
{[3] + 1 ∗ [4]} 7→

7→

(
1 1 1 2
0 0 4 0
0 0 2 1

∣∣∣∣∣ −1
2
0

)
{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
1 1 1 2
0 0 1 0
0 0 2 1

∣∣∣∣∣ −1
1/2
0

)

{[1] + (−1) ∗ [2]}{[3] + (−2) ∗ [2]} 7→

(
1 1 0 2
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ −3/2
1/2
−1

)

{[1] + (−2) ∗ [3]} 7→

(
1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 1/2
1/2
−1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x2
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = 1/2− x2
x2 = x2
x3 = 1/2
x4 = −1

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1/2
0

1/2
−1

+

 −1
1
0
0

x2.

Îòæå, âåêòîð v4 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v4 =

 1/2
0

1/2
−1

 .

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 4 1 0 0
0 4 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 , S =

 1 −1/2 −1 1/2
1 0 1 0
0 1/2 0 1/2
0 0 0 −1

 .

Ïðèêëàä 8.6. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 −1 0 1 1
0 −1 −1 −1
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 −1− λ 0 1 1
0 −1− λ −1 −1
0 0 −1− λ 0
0 0 0 −1− λ

 = (λ+ 1)4.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî −1 êðàòíîñòi 4. Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó òðåáà
îá÷èñëèòè äåôåêò ìàòðèöi A+ E:

A+ E =

 0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Îòðèìàíà ìàòðèöÿ ìà¹ ðàíã 1, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 4 − 1 = 3.
Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. øîñòîãî òèïó.

Çãiäíî ç àëãîðèòìîì 8.6 ñïî÷àòêó ìè îá÷èñëþ¹ìî âëàñíi âåêòîðè:

A+ E =

 0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 7→ ( 0 0 1 1 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1,
x2 òà x3 âiëüíèìè çìiííèìè:

x1 = x1
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −x3

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
0
0
0

x1 +

 0
1
0
0

x2 +

 0
0
1
−1

x3.

Îòæå, ìîæíà ïîêëàñòè

v̂1 =

 1
0
0
0

 , v̂2 =

 0
1
0
0

 , v̂3 =

 0
0
1
−1

 .

Äàëi ìè çàóâàæó¹ìî, ùî òðåòié ðÿäîê ìàòðèöi A+E íåíóëüîâèé.
Îòæå, ïîêëàäåìî

v4 = e3 =

 0
0
1
0

 , v3 =

 0 0 1 1
0 0 −1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 0
0
1
0

 =

 1
−1
0
0

 .

Îñêiëüêè íàáið v̂1, v̂3 òà v3 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèì, ìè ìîæåìî ïî-
êëàñòè v1 = v̂1, v2 = v̂3.
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Îñòàòî÷íî, çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 −1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 0 −1

 , S =

 1 0 1 0
0 0 −1 0
0 1 0 1
0 −1 0 0

 .

Ïðèêëàä 8.7. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 2 1 1 1
1 2 1 1
0 0 1 −1
0 0 0 1

 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 2− λ 1 1 1
1 2− λ 1 1
0 0 1− λ −1
0 0 0 1− λ

 =

= ((2− λ)(2− λ)− 1)(1− λ)(1− λ) =
= (λ2 − 4λ+ 3)(1− λ)(1− λ) = (λ− 3)(λ− 1)3.

Ìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà 1 òà 3, ïåðøå ç ÿêèõ êðàòíîñòi 2. Äëÿ âèçíà-
÷åííÿ òèïó Æ.Í.Ô. òðåáà çíàéòè äåôåêò ìàòðèöi A− E:

A− E =

 1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

 .

Äåôåêò öi¹¨ ìàòðèöi, çðîçóìiëî, äîðiâíþ¹ 4− 2 = 2. Îòæå, ìè ìà¹ìî
ñïðàâó ç Æ.Í.Ô. ñüîìîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé
âèùå àëãîðèòì 8.7. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì
÷èñëîì 3:

A− 3E =

 −1 1 1 1
1 −1 1 1
0 0 −2 −1
0 0 0 −2

 .

Äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê äóæå ëåãêî ïiäiáðàòè, íà-
ïðèêëàä

v1 =

 1
1
0
0

 .
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Òåïåð çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ç âëàñíèì ÷èñëîì 1:

A− E =

 1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

 7→ (
1 1 1 1
0 0 0 −1

)
{(−1) ∗ [2]} 7→

7→
(

1 1 1 1
0 0 0 1

)
{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
1 1 1 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1 òà
x2 âiëüíèìè çìiííèìè:

x1 = x1
x2 = x2
x3 = −x1 − x2
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
0
−1
0

x1 +

 0
1
−1
0

x2.

Îòæå,

v̂2 =

 1
0
−1
0

 , v̂3 =

 0
1
−1
0

 .

Òåïåð íàì òðåáà ïiäíåñòè ìàòðèöþ A− E äî êâàäðàòà:

(A− E)2 =

 1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

2

=

 2 2 2 1
2 2 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Ðîçâ'ÿçó¹ìî âiäïîâiäíó îäíîðiäíó Ñ.Ë.Ð.: 2 2 2 1
2 2 2 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 7→ ( 2 2 2 1 ) .

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1,
x2 òà x3 âiëüíèìè çìiííèìè:

x1 = x1
x2 = x2
x3 = x3
x4 = −2x1 − 2x2 − 2x3

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
0
0
−2

x1 +

 0
1
0
−2

x2 +

 0
0
1
−2

x3.
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Îòæå,

ṽ2 =

 1
0
0
−2

 , ṽ3 =

 0
1
0
−2

 , ṽ3 =

 0
0
1
−2

 .

Çàðàç íàì òðåáà äiÿòè ìàòðèöåþ A−E íà îòðèìàíi âåêòîðè, ïîêè
íå îòðèìà¹ìî íåíóëüîâèé âåêòîð:

(A− E)ṽ2 =

 1 1 1 1
1 1 1 1
0 0 0 −1
0 0 0 0

 1
0
0
−2

 =

 −1
−1
2
0

 6= 0.

Òåïåð ìè ìîæåìî ïîêëàñòè

v4 = ṽ2 =

 1
0
0
−2

 , v3 = (A− E)v4 =

 −1
−1
2
0

 .

Çàëèøèëîñü âèáðàòè v2. Ìè ïîìiòèìî, ùî îáèäâà v̂2 òà v̂3 ëiíiéíî
íåçàëåæíi ç v3, îòæå, ÿê v2 ìîæíà âçÿòè áóäü-ÿêèé ç íèõ, íàïðèêëàä
v2 = v̂2.Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 3 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 , S =

 1 1 −1 1
1 0 −1 0
0 −1 2 0
0 0 0 −2

 .

Ïðèêëàä 8.8. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 3 2 2 2
2 3 2 2
0 0 1 1
0 0 0 5

 .

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 3− λ 2 2 2
2 3− λ 2 2
0 0 1− λ 1
0 0 0 5− λ

 =

= ((3− λ)(3− λ)− 4)(1− λ)(5− λ) = (λ2 − 6λ+ 5)(1− λ)(5− λ) =
= (λ− 1)2(λ− 5)2.
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Ìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà 1 òà 5, îáèäâà êðàòíîñòi 2. Äëÿ âèçíà÷åííÿ
òèïó Æ.Í.Ô. òðåáà çíàéòè äåôåêòè ìàòðèöü A− E òà A− 5E.

A− E =

 2 2 2 2
2 2 2 2
0 0 0 1
0 0 0 4

 .

Äåôåêò öi¹¨ ìàòðèöi, çðîçóìiëî, äîðiâíþ¹ 4− 2 = 2.

A− 5E =

 −2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1
0 0 0 0

 .

Äåôåêò öi¹¨ ìàòðèöi, î÷åâèäíî, äîðiâíþ¹ 4− 3 = 1. Îòæå, ìè ìà¹ìî
ñïðàâó ç Æ.Í.Ô. âîñüìîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé
âèùå àëãîðèòì 8.8. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ç âëàñíèì ÷èñ-
ëîì 1:

A− E =

 2 2 2 2
2 2 2 2
0 0 0 1
0 0 0 4

 7→ (
2 2 2 2
0 0 0 1

)
{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

7→
(

2 2 2 0
0 0 0 1

)
{(1/2) ∗ [1]} 7→

(
1 1 1 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1 òà
x2 âiëüíèìè çìiííèìè:

x1 = x1
x2 = x2
x3 = −x1 − x2
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
0
−1
0

x1 +

 0
1
−1
0

x2.

Îòæå,

v1 =

 1
0
−1
0

 , v2 =

 0
1
−1
0

 .
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Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 5:

A− 5E =

 −2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1
0 0 0 0

 7→ (
−2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1

)

{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

(
−2 2 2 2
0 0 4 4
0 0 −4 1

)
{(1/2) ∗ [1]}

{(1/4) ∗ [2]} 7→

(
−1 1 1 1
0 0 1 1
0 0 −4 1

)
{[1] + (−1) ∗ [2]}

{[3] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
−1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 −5 0

)
{(−1/5) ∗ [3]} 7→

7→

(
−1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 0

)
{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
−1 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = x1
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
1
0
0

x1.

Îòæå,

v3 =

 1
1
0
0

 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v4 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
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Ñ.Ë.Ð.: −2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
1
0
0

 7→ (
−2 2 2 2
2 −2 2 2
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)

{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−2) ∗ [3]} 7→

(
−2 2 10 0
2 −2 10 0
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣ 1
1
0

)

{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

(
−2 2 10 0
0 0 20 0
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣ 1
2
0

)
{(1/20) ∗ [2]}

7→

(
−2 2 10 0
0 0 1 0
0 0 −4 1

∣∣∣∣∣ 1
1/10

0

)
{[1] + (−10) ∗ [2]}{[3] + 4 ∗ [2]}

7→

(
−2 2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 0
1/10
2/5

)
{(−1/2) ∗ [1]} 7→

(
−1 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 0
1/10
2/5

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = x1
x3 = 1/10
x4 = 2/5

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
0

1/10
2/5

+

 1
1
0
0

x1.

Îòæå, âåêòîð v4 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v4 =

 0
0

1/10
2/5

 .

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 1
0 0 0 5

 , S =

 1 0 1 0
0 1 1 0
−1 −1 0 1/10
0 0 0 2/5

 .

Ïðèêëàä 8.9. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöþ

A =

 1 2 1 2
2 4 2 1
0 0 1 2
0 0 0 5

 .
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî òèï Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹-
ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí (çâàæèâøè íà òå, ùî íàøà ìàòðèöÿ
áëî÷íî-òðèêóòíà):

χA(λ) = det

 1− λ 2 1 2
2 4− λ 2 1
0 0 1− λ 2
0 0 0 3− λ

 =

= ((1− λ)(4− λ)− 4)(1− λ)(5− λ) = (λ2 − 5λ)(1− λ)(3− λ) =
= λ(λ− 1)(λ− 5)2.

Ìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà 0, 1 òà 5, îñòàíí¹ ç ÿêèõ ìà¹ êðàòíiòü 2. Äëÿ
âèçíà÷åííÿ òèïó Æ.Í.Ô. òðåáà çíàéòè äåôåêò ìàòðèöi A− E:

A− 5E =

 −4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2
0 0 0 0

 .

Ëåãêî áà÷èòè, ùî äåôåêò öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 4 − 3 = 1. Îòæå,
ìàòðèöÿ A ìà¹ Æ.Í.Ô. äåâ'ÿòîãî òèïó.

Ñïðîáó¹ìî çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé
âèùå àëãîðèòì 8.9. Ñïî÷àòêó çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì
÷èñëîì 0:

A =

 1 2 1 2
2 4 2 1
0 0 1 2
0 0 0 5

 .

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ëåãêî ïiäáèðà¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

v1 =

 2
−1
0
0

 .
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Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 1:

A− E =

 0 2 1 2
2 3 2 1
0 0 0 2
0 0 0 4

 {(1/2) ∗ [3]} 7→

(
0 2 1 2
2 3 2 1
0 0 0 1

)

{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]} 7→

(
0 2 1 0
2 3 2 0
0 0 0 1

)

{[2] + (−2) ∗ [1]} 7→

(
0 2 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

7→

(
4 0 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

)
{(−1) ∗ [2]} 7→

(
4 0 1 0
−2 1 0 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = 2x1
x3 = −4x1
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
2
−4
0

x1.

Îòæå,

v2 =

 1
2
−4
0

 .

Òåïåð çíàéäåìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 5:

A− 5E =

 −4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2
0 0 0 0

 7→ (
−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2

)

{(1/2) ∗ [3]} 7→

(
−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −2 1

)
{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]}

7→

(
−4 2 5 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

(
0 0 13 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

)
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{(1/13) ∗ [1]} 7→

(
0 0 1 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

)
{[2] + (−4) ∗ [1]}{[3] + 2 ∗ [1]}

7→

(
0 0 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

)
7→

(
0 0 1 0
−2 1 0 0
0 0 0 1

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
âiëüíîþ çìiííîþ:

x1 = x1
x2 = 2x1
x3 = 0
x4 = 0

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 1
2
0
0

x1.

Îòæå,

v3 =

 1
2
0
0

 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîðà v4 ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè òàêó íåîäíîðiäíó
Ñ.Ë.Ð.: −4 2 1 2

2 −1 2 1
0 0 −4 2
0 0 0 0

∣∣∣∣∣∣
1
2
0
0

 7→ (
−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −4 2

∣∣∣∣∣ 1
2
0

)
{(1/2) ∗ [3]}

7→

(
−4 2 1 2
2 −1 2 1
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣ 1
2
0

)
{[1] + (−2) ∗ [3]}{[2] + (−1) ∗ [3]}

7→

(
−4 2 5 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣ 1
2
0

)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→(

0 0 13 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣ 5
2
0

)
7→

(
0 0 1 0
2 −1 4 0
0 0 −2 1

∣∣∣∣∣ 5/13
2
0

)

{[2] + (−4) ∗ [1]}{[3] + 2 ∗ [1]} 7→

(
0 0 1 0
2 −1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 5/13
6/13
10/13

)

{(−1) ∗ [2]} 7→

(
0 0 1 0
−2 1 0 0
0 0 0 1

∣∣∣∣∣ 5/13
−6/13
10/13

)
.

Çàïèñó¹ìî âiäïîâiäíó ñèñòåìó òà ¨¨ âåêòîðíó ôîðìó, âèáèðàþ÷è x1
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âiëüíîþ çìiííîþ:
x1 = x1
x2 = 2x1 − 6/13
x3 = 5/13
x4 = 10/13

,

 x1
x2
x3
x4

 =

 0
−6/13
5/13
10/13

+

 1
2
0
0

x1.

Îòæå, âåêòîð v4 ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä, òàêèì ÷èíîì:

v4 =

 0
−6/13
5/13
10/13

 .

Îñòàòî÷íî çíàõîäèìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó
S:

B =

 0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 1
0 0 0 5

 , S =

 2 1 1 0
−1 2 2 −6/13
0 −4 0 5/13
0 0 0 10/13

 .

8.4 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 8.1. Çâåäiòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi 1 4 3 2

0 1 4 3
0 0 1 4
0 0 0 1

 ,

 5 1 1 −1
−4 1 1 −1
0 0 3 2
0 0 0 3

 ,

 8 2 2 2
−8 0 2 2
0 0 6 2
0 0 −2 2

 ,

 1 2 3 −1
0 2 1 2
0 0 1 3
0 0 0 1

 ,

 1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8

 ,

 3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1

 ,

 3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 3 −2
0 0 2 −1

 ,

 3 −1 1 −7
9 −3 −7 1
0 0 4 −8
0 0 2 −4

 ,

 5 3 6 6
3 5 6 6
0 0 2 3
0 0 0 2

 ,

 4 1 0 0
1 4 0 0
1 1 3 0
1 1 2 3

 ,

 1 2 1 2
1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 1 2

 ,

 4 1 4 2
4 1 2 3
0 0 3 1
0 0 1 3

 .
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9 Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
9.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà äîçâîëÿ¹ äîñèòü ëåãêî ðîçâ'ÿçóâàòè
çíà÷íó êiëüêiñòü çàäà÷, ïîâ'ÿçàíèõ ç âëàñòèâîñòÿìè ìàòðèöü. Ó öüîìó
ðîçäiëi ðîçáåðåìî âëàñòèâîñòi òàê çâàíîãî ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà
ìàòðèöi.
Îçíà÷åííÿ 9.1. Íåõàé A ∈ Matn×n(K). Ìíîãî÷ëåí 0 6= f(x) ∈ K[x]
íàçèâà¹òüñÿ ìiíiìàëüíèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöi A, ÿêùî âèêîíó-
þòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
1. f(A) = 0;
2. f(x) óíiòàðíèé, òîáòî éîãî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò äîðiâíþ¹ 1.
3. Äëÿ äîâiëüíîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈ K[x], ñòåïiíü ÿêîãî ìåíøà

çà ñòåïiíü f(x), âèêîíó¹òüñÿ g(A) 6= 0.
Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A, ÿêèé, ÿê

ïðàâèëî, ïîçíà÷à¹òüñÿ mA(x), çiáðàíî â íàñòóïíié òåîðåìi:
Òåîðåìà 9.1. 1. Ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí iñíó¹ i ¹äèíèé.
2. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi S ∈ Matn×n(K) ñïðàâåä-

ëèâî mA(x) = mS−1AS(x).
3. mA(x)|χA(x).
4. mA(x) ¹ äiëüíèêîì äîâiëüíîãî íåíóëüîâîãî ìíîãî÷ëåíà g(x) ∈
K[x], äëÿ ÿêîãî g(A) = 0.

5. Ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè mA(x)
ðîçêëàäà¹òüñÿ â K(x) íà ëiíiéíi ìíîæíèêè i íå ìà¹ êðàòíèõ
êîðåíiâ.

6. Äëÿ K = C êîðåíÿìè mA(x) ¹ âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A i ëèøå
âîíè.

7. Äëÿ K = C òà äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà λ ìàòðèöi A êðàòíiñòü λ ÿê
êîðåíÿ mA(x) äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó ðîçìiðó êëiòèíè Æîðäàíà
ç âëàñíèì ÷èñëîì λ, ùî çóñòði÷à¹òüñÿ â Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A.

Îñòàííÿ ç âëàñòèâîñòåé, îïèñàíèõ â íàâåäåíié âèùå òåîðåìi, äà¹
åôåêòèâíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi,
ïðî ÿêèé ïiäå ìîâà äàëi.
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9.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Iñíó¹ îäèí ïðèðîäíèé òèï çàäà÷ ç öi¹¨ òåìàòèêè. Ïðîòå, ìè ðîçiá'¹ìî
éîãî íà äâà ðiçíi ïiäòèïè:
1. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi A, ùî çàäàíà â çâè÷àé-

íîìó âèãëÿäi.
2. Çíàéòè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöiA, ùî çàäàíà ñâî¹þÆ.Í.Ô.
Êîðåêòíiñòü ïîñòàíîâêè îñòàííüî¨ çàäà÷i çàáåçïå÷ó¹òüñÿ äðóãèì

ïóíêòîì íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè 9.1.

9.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 9.1. Çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà êâàäðàòíî¨
ìàòðèöi A, ùî çàäàíà ó çâè÷àéíîìó âèãëÿäi.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A, ùî çàäàíà
ó çâè÷àéíîìó âèãëÿäi, íåîáõiäíî:
• Çíàéòè Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A, âèêîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 5.1.
• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ çíàéòè ìàêñèìàëüíó ðîçìiðíiñòü
kλ êëiòèíÆîðäàíà ç öèì âëàñíèì ÷èñëîì, ùî âõîäÿòü äîÆ.Í.Ô.
ìàòðèöi A.
• Çàïèñàòè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi, ÿê äîáóòîê ìíîæíèêiâ

(x− λ)kλ çà âñiìà âëàñíèìè ÷èñëàìè λ ìàòðèöi A.
Àëãîðèòì 9.2. Çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà êâàäðàòíî¨
ìàòðèöi A, ùî çàäàíà ñâî¹þ Æ.Í.Ô.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A, ùî çàäàíà
ñâî¹þ Æ.Í.Ô., íåîáõiäíî:
• Äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà λ çíàéòè ìàêñèìàëüíó ðîçìiðíiñòü
kλ êëiòèíÆîðäàíà ç öèì âëàñíèì ÷èñëîì, ùî âõîäÿòü äîÆ.Í.Ô.
ìàòðèöi A.
• Çàïèñàòè ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi, ÿê äîáóòîê ìíîæíèêiâ

(x− λ)kλ çà âñiìà âëàñíèìè ÷èñëàìè λ ìàòðèöi A.

9.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 9.1. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi

A =

(
3 −1 −1
0 2 0
1 1 1

)
.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çíàõîäèìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
A:

χA(λ) = det

(
3− λ −1 −1

0 2− λ 0
1 1 1− λ

)
= (2−λ)((3−λ)(1−λ) + 1) =

= (2− λ)(λ2 − 4λ+ 4) = −(λ− 2)2(λ+ 2).

Îòæå, ìè ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 2 êðàòíîñòi 2 òà λ2 = −2
êðàòíîñòi 1. Äëÿ çíàõîäæåííÿÆ.Í.Ô. ìàòðèöi A ïîòðiáíî âèçíà÷èòè
äåôåêò ìàòðèöi A− 2E:

A− 2E =

(
1 −1 −1
0 0 0
1 1 −1

)
7→
(

1 −1 −1
1 1 −1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
1 −1 −1
0 2 0

)
.

Ðàíã îñòàííüî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2, îòæå, ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹ 3−2 = 1.
Ìà¹ìî îäíó êëiòèíó Æîðäàíà ç âëàñíèì ÷èñëîì 2. Îòæå, Æ.Í.Ô.
ìàòðèöi A ìà¹ âèãëÿä J1(−2)⊕ J2(2).

Äàëi äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà òðåáà çíàéòè ìàêñèìàëüíèé ðîç-
ìið êëiòèíè Æîðäàíà ç öèì âëàñíèì ÷èñëîì, ùî âõîäèòü äî îá÷èñëå-
íî¨ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A. Äëÿ −2 öå, î÷åâèäíî, 1. Äëÿ 2 öå, çðîçóìiëî,
2. Îòæå,

mA(x) = (x+ 2)(x− 2)2.

Ïðèêëàä 9.2. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
A = J2(3)⊕ J3(3)⊕ J2(2)⊕ J3(−1)⊕ J3(3).

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ çàäàíà ñâî¹þ Æ.Í.Ô. Îòæå, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i íàì ïðîñòî íåîáõiäíî äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà çíàéòè ìàê-
ñèìàëüíèé ðîçìið êëiòèíè Æîðäàíà ç öèì âëàñíèì ÷èñëîì, ùî âõî-
äèòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A. Ìè ìà¹ìî òðè âëàñíi ÷èñëà: −1, 2 òà
3. Âiäïîâiäíi ìàêñèìàëüíi ñòåïåíi äîðiâíþþòü: k−1 = 3, k2 = 2 òà
k3 = 3. Îòæå,

mA(x) = (x+ 1)3(x− 2)2(x− 3)3.

Ïðèêëàä 9.3. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
A = J5(1)⊕ J5(−2)⊕ Jk(1)⊕ J3(−2)⊕ J4(2).
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Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ çàäàíà ñâî¹þ Æ.Í.Ô. Îòæå, äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ
çàäà÷i íàì ïðîñòî íåîáõiäíî äëÿ êîæíîãî âëàñíîãî ÷èñëà çíàéòè ìàê-
ñèìàëüíèé ðîçìið êëiòèíè Æîðäàíà ç öèì âëàñíèì ÷èñëîì, ùî âõî-
äèòü äî Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A. Ìè ìà¹ìî òðè âëàñíi ÷èñëà: −2, 1 òà 2.
Äëÿ âëàñíèõ ÷èñëåë −2 òà 2 âiäïîâiäíi ìàêñèìàëüíi ñòåïåíi äîðiâíþ-
þòü: k−2 = 5 òà k2 = 4. Äëÿ âëàñíîãî ÷èñëà 1 ðåçóëüòàò çàëåæèòü
âiä k. Ïðè k ≤ 5 ìà¹ìî k1 = 5. Ïðè k > 5 ìà¹ìî k1 = k. Öå ìîæíà
çàïèñàòè â òàêîìó êîìïàêòíîìó âèêëÿäi: k1 = max(5, k). Îòæå,

mA(x) = (x+ 2)5(x− 1)max(5,k)(x− 2)4.

9.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Ïðèêëàä 9.4. Ïðî ìàòðèöþ A âiäîìî, ùî A2 = E. Äîâåäiòü, ùî
A äiàãîíàëiçîâíà.
Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ, ìàòðèöÿ A àíóëþ¹òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì x2−1 =
(x− 1)(x+ 1), ÿêèé íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ. Îñêiëüêè mA(x) ¹ äiëü-
íèêîì x2 − 1, çãiäíî ç ÷åòâåðòiì ïóíêòîì òåîðåìè 9.1 ìè îòðèìó¹ìî,
ùî mA(x) òàêîæ íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ. Çãiäíî ç ï'ÿòiì ïóíêòîì
çãàäóâàíî¨ òåîðåìè ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.
Ïðèêëàä 9.5. Ïðî ìàòðèöi A òà B âiäîìî, ùî χA(λ) = χB(λ) òà
mA(x) = mB(x). ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî öi ìàòðèöi ìàþòü
îäíàêîâó Æ.Í.Ô.?
Äîâåäåííÿ. Âçàãàëi êàæó÷è, íi. Êîíòðïðèêëàä íàéìåíøîãî ìàæëè-
âîãî ðîçìiðó îñü òàêèé:

A =

 1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 , B =

 1 1 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî χA(λ) = χB(λ) = (λ− 1)4 òà mA(x) = mB(x) =
(x − 1)2. Ïðîòå A = J2(1) ⊕ J2(1) à B = J2(1) ⊕ J1(1) ⊕ J1(1), ùî
îçíà÷à¹, ùî Æ.Í.Ô. öèõ ìàòðèöü ðiçíi.
Çàóâàæåííÿ. Âàðòî çàóâàæèòè, ùî òâåðäæåííÿ çàäà÷i ñïðàâåä-
ëèâå äëÿ ìàòðèöü ðîçìiðó 1 × 1, 2 × 2 òà 3 × 3. Ïåðåâiðêà öüîãî
äóæå ïðîñòà i ìè ¨¨ îïóñêà¹ìî.
Ïðèêëàä 9.6. Äîâåäiòü, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ∈ Matn×n(C)
iñíó¹ k ∈ N òàêå, ùî χA(x)|(mA(x))k.
Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç øîñòiì ïóíêòîì òåîðåìè 9.1 êîðåíi mA(x) òà
χA(x) çáiãàþòüñÿ (áåç óðàõóâàííÿ êðàòíîñòi). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
χA(x)|(mA(x))degχA(x).
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9.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 9.1. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíi ìíîãî÷ëåíè ìàòðèöü:(

4 −2 2
−2 7 5
−6 6 −4

)
,

(
1 2 1
2 1 2
3 3 3

)
,

 1 1 2 1
2 2 1 2
0 0 3 3
0 0 −3 −3

 ,

 2 1 2 1
2 1 2 2
0 0 2 1
0 0 3 0

 ,

 1 2 −1 1
2 1 2 2
0 0 5 −2
0 0 −2 5

 .

Çàäà÷à 9.2. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíi ìíîãî÷ëåíè ìàòðèöü:
• J2(1)⊕ J3(4)⊕ J5(1);
• J4(2)⊕ J2(2)⊕ J4(2)⊕ J3(2);
• J1(1)⊕ J2(−2)⊕ J3(3)⊕ J4(−4);
• J2(−1)⊕ J1(−1)⊕ J3(2)⊕ J4(−2).

Çàäà÷à 9.3. Çíàéäiòü ìiíiìàëüíi ìíîãî÷ëåíè ìàòðèöü:
• J4(2)⊕ Jk(4)⊕ J3(6);
• Jk(−2)⊕ J2(−2)⊕ J3(−2)⊕ J3(−2);
• J3(1)⊕ Jk(1)⊕ J2(4)⊕ Jm(4);
• J2(−1)⊕ J3(1)⊕ J5(−1)⊕ Jk(1).

Çàäà÷à 9.4. Äîâåäiòü, ùî iäåìïîòåíòíà ìàòðèöÿ (òîáòî ìàòðèöÿ
A, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâííÿííÿ A2 = A) ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.
Çàäà÷à 9.5. Äîâåäiòü, ùî ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí áóäü-ÿêî¨ êâàä-
ðàòíî¨ áëî÷íî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ íàéìåíøîìó ñïiëüíî-
ìó êðàòíîìó ìiíiìàëüíèõ ìíîãî÷ëåíiâ ¨¨ äiàãîíàëüíèõ áëîêiâ.
Çàäà÷à 9.6. Íåõàé ëiíiéíèé îïåðàòîð, ìàòðèöåþ ÿêîãî ¹ ìàòðè-
öÿ A, ìà¹ íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið. Äîâåäiòü, ùî
ìiíiìàëüíèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi îáìåæåííÿ îïåðàòîðà A íà öåé
iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið äiëèòü mA(x).
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10 Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè
10.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Æ.Í.Ô. ìàòðèöi äà¹ äóæå ïîòóæíèé iíñòðóìåíò äëÿ âèâ÷åííÿ òà çíà-
õîäæåííÿ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìàòðèöi ó âèïàäêó K = C. Ïðî-
òÿãîì öi¹¨ ãëàâè ìè ââàæàòèìåìî K = C. Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ:
Îçíà÷åííÿ 10.1. Iíâàðiàíòðíèì ïiäïðîñòîðîì êâàäðàòíî¨ ìàòðè-
öi A ∈ Matn×n(K) íàçèâà¹òüñÿ òàêèé ïiäïðîñòið U ⊂ Kn, ùî
Av ∈ U äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ U .

Öiëêîì î÷åâèäíî, ùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ ìà¹ iíâàðiàíòíèìè ïiäïðî-
ñòîðàìè íóëüîâèé ïiäïðîñòið òà âåñü ïðîñòið Kn. Öi ïiäïðîñòîðè íà-
çèâàþòüñÿ òðèâiàëüíèìè. Íàäàëi ïiä iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì ìè
ðîçóìiòèìåìî íåòðèâiàëüíèé iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið (òîáòî âiäìií-
íèé âiä 0 òàKn). Îñíîâíi âiäîìîñòi ïðî iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè çiáðà-
íî â íàñòóïíi òåîðåìi:
Òåîðåìà 10.1. 1. Êiëüêiñòü iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìàòðèöi

A ¹ ñêií÷åííîþ òîäi òà ëèøå òîäi, êîëè â Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A
êîæíîìó âëàñíîìó ÷èñëó âiäïîâiäà¹ ¹äèíà êëiòèíà Æîðäàíà.
Iíøèìè ñëîâàìè, êîëè χA(x) = mA(x).

2. Êîæåí âëàñíèé ïiäïðîñòið ìàòðèöi A ¹ ïðÿìîþ ñóìîþ ñâî¨õ
ïåðåòèíiâ ç êîðåíåâèìè ïiäïðîñòîðàìè ìàòðèöi A.

10.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Ìîæíà âèäiëèòè îäèí ïðèðîäíèé òèï çàäà÷ ç öi¹¨ òåìàòèêè:
1. Çíàéòè óñi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè ìàòðèöi A.
Çìiñòîâíîþ òà ïðèäàòíîþ äî ðîçâ'ÿçàííÿ öÿ çàäà÷à ñòà¹ ó äâîõ

âèïàäêàõ: êîëè ìàòðèöÿ A äiàãîíàëiçîâíà, àáî êîëè ìàòðèöÿ A ìà¹
ñêií÷åííó êiëüêiñòü iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ. Íèæ÷å ìè íàâåäåìî
àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ ñàìå â öèõ âèïàäêàõ. Íi÷îãî iíøîãî íà
ïðàêòè÷íèõ çàíÿòòÿõ íå çóñòði÷à¹òüñÿ.

10.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 10.1. Çíàõîäæåíÿ óñiõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äià-
ãîíàëiçîâíî¨ ìàòðèöi A:

Äëÿ çíàõîäæåííÿ óñiõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äiàãîíàëiçîâíî¨
ìàòðèöi A íåîáõiäíî:
• Çâåñòè ìàòðèöþ A äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (íàïðèêëàä, âè-
êîðèñòîâóþ÷è àëãîðèòì 4.3). Çàôiêñóâàòè âåêòîðè v1, v2, . . . , vn
âëàñíîãî áàçèñó.
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• Iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið âèïèñó¹òüñÿ çà òàêèì ïðàâèëîì: Â êîæ-
íîìó ç V (λ,A) âèáèðà¹òüñÿ äåÿêèé ïiäïðîñòið, i óòâîðþ¹òüñÿ
ïðÿìà ñóìà. Çîêðåìà, ÿêùî ìàòðèöÿ A ìà¹ âñi ðiçíi âëàñíi ÷èñëà
(ïðîñòèé ñïåêòð), òî âëàñíèé ïiäïðîñòið A îäíîçíà÷íî çàäà¹òü-
ñÿ ïiäìíîæèíîþ âåêòîðiâ ç v1, v2, . . . , vn (ïîðîæíÿ ïiäìíîæèíà
âiäïîâiäà¹ 0, à âåñü íàáið � Kn). Ó öüîìó âèïàäêó ìàòèìåìî 2n
iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

Àëãîðèòì 10.2. Çíàõîäæåííÿ óñiõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìà-
òðèöi A, äëÿ ÿêî¨ χA(λ) = mA(λ):

Äëÿ çíàõîäæåííÿ óñiõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìàòðèöi A, äëÿ
ÿêî¨ χA(λ) = mA(λ), íåîáõiäíî:
• Çâåñòè ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô. (íàïðèêëàä, âèêîðèñòîâóþ÷è àë-
ãîðèòì 5.2). Çàôiêñóâàòè âåêòîðè v1, v2, . . . , vn âëàñíîãî áàçèñó.
• Iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið âèïèñó¹òüñÿ çà òàêèì ïðàâèëîì: Äëÿ
êîæíî¨ êëiòèíèÆîðäàíà, ùî âõîäèòü âÆ.Í.Ô. ìàòðèöiA, i ÿêié
âiäïîâiäà¹ ëàíöþæîê vi, vi+1, . . . , vi+l áàçèñíèõ âåêòîðiâ, âèáèðà-
þòüñÿ äåêiëüêà ïî÷àòêîâèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ, ïî÷èíàþ÷è ç âëàñ-
íîãî âåêòîðà. Îá'¹äíàííÿ ïî âñiõ êëiòèíàõ Æîðäàíà äà¹ áàçèñ
iíâàðiàíòíîãî ïiäïðîñòîðó. Çîêðåìà, ÿêùî ðîçìiðè êëiòèí Æîð-

äàíà k1, k2, . . . , ks, ìàòèìåìî
s∏
i=1

(ki + 1) âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ.

10.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 10.1. Çíàéäiòü óñi ïiäïðîñòîðè, ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî
ìàòðèöi

A =

(
4 −2 2
2 0 2
−1 1 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çâîäèìî A äî Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî ñïåðøó ìè
îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí íàøî¨ ìàòðèöi:

χA(λ) = det

(
4− λ −2 2

2 −λ 2
−1 1 1− λ

)
=

= (4− λ)(−λ)(1− λ) + 4 + 4− 2λ−
− 2(4− λ) + 4(1− λ) = −λ3 + 5λ2 − 8λ+ 4 = −(λ− 2)2(λ− 1).
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Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî λ1 = 2 êðàòíîñòi 2 òà âëàñíå ÷èñëî λ2 = 1 êðàò-
íîñòi 1. Äëÿ îá÷èñëåííÿ òèïó Æ.Í.Ô. íàøî¨ ìàòðèöi òðåáà çíàéòè
äåôåêò ìàòðèöi A− 2E:

A− 2E =

(
2 −2 2
2 −2 2
−1 1 −1

)
7→ ( −1 1 −1 ) .

Ìà¹ìî, ùî äåôåêò ìàòðèöi A−2E äîðiâíþ¹ 2. Îòæå, ìàòðèöÿ A ìà¹
Æ.Í.Ô. J1(1)⊕ J1(2)⊕ J1(2) i ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 1:

A−E =

(
3 −2 2
2 −1 2
−1 1 0

)
{[2] + 1 ∗ [3]}{[1] + 2 ∗ [3]} 7→

(
1 0 2
1 0 2
−1 1 0

)
7→
(

1 0 2
−1 1 0

)
{[2] + 1 ∗ [1]} 7→

(
1 0 2
0 1 2

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = −2x3
x2 = −2x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
−2
−2
1

)
x3.

Îòæå, ìè ìîæåìî âèáðàòè

v1 =

(
−2
−2
1

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíi âåêòîðè ç âëàñíèì ÷èñëîì 2:

A− 2 =

(
2 −2 2
2 −2 2
−1 1 −1

)
7→ ( −1 1 −1 ) .

Âèáèðà¹ìî x1 òà x3 âiëüíèìè çìiííèìè:{ x1 = x1
x2 = x1 + x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
1
1
0

)
x2 +

(
0
1
1

)
x3.

Îòæå, ìè ìîæåìî âèáðàòè

v2 =

(
1
1
0

)
, v3 =

(
0
1
1

)
.
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Ìà¹ìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó S:

B =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 2

)
, S =

(
−2 1 0
−2 1 1
1 0 1

)
.

Ìàòðèöÿ A ¹ äiàãîíàëiçîâíîþ, ïðîòå ìà¹ âëàñíå ÷èñëî 2 êðàòíîñòi
áiëüøå çà îäèíèöþ. Çà àëãîðèòìîì 10.1 âèïèñó¹ìî óñi iíâàðiàíòíi
ïiäïðîñòîðè ìàòðèöi A: 0; C3; Cv1; Cv2; C(av2 +v3), a ∈ C; Cv2⊕Cv3;
Cv1 ⊕ Cv2; Cv1 ⊕ C(av2 + v3), a ∈ C.

Ïðèêëàä 10.2. Çíàéäiòü óñi ïiäïðîñòîðè, ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî
ìàòðèöi

A =

(
1 2 3
0 2 3
0 0 3

)
.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çâîäèìî A äî Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹ìî
õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

(
1− λ 2 3

0 2− λ 3
0 0 3− λ

)
= (1− λ)(2− λ)(3− λ).

Ìà¹ìî âëàñíi ÷èñëà λ1 = 1, λ2 = 2 òà λ3 = 3 êðàòíîñòi 1.
Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 1:

A− E =

(
0 2 3
0 1 3
0 0 2

)
Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè, ùî ìà¹ ðàíã 1, î÷åâèäíèé:( x1

x2
x3

)
=

(
1
0
0

)
x1.

Îòæå, ìè ìîæåìî âèáðàòè

v1 =

(
1
0
0

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 2:

A− 2E =

(
−1 2 3
0 0 3
0 0 1

)
7→
( −1 2 3

0 0 1
)

{[1] + (−3) ∗ [2]} 7→
( −1 2 0

0 0 1
)
{(−1) ∗ [1]} 7→

(
1 −2 0
0 0 1

)
.
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Âèáèðà¹ìî x2 âiëüíîþ çìiííîþ:{ x1 = 2x2
x2 = x2
x3 = 0

,

( x1
x2
x3

)
=

(
2
1
0

)
x2.

Îòæå, ìè ìîæåìî âèáðàòè

v2 =

(
2
1
0

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 3:

A− 3E =

(
−2 2 3
0 −1 3
0 0 0

)
7→
( −2 2 3

0 −1 3
)
{[1] + 2 ∗ [2]} 7→

7→
( −2 0 9

0 −1 3
)
{(−1/2) ∗ [1]}{(−1) ∗ [2]} 7→

(
1 0 9/2
0 1 −3

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = −9/2x3
x2 = 3x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
−9
6
2

)
x3/2.

Îòæå, ìè ìîæåìî âèáðàòè

v3 =

(
−9
6
2

)
.

Ìà¹ìî Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A òà ìàòðèöþ ïåðåõîäó S:

B =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 3

)
, S =

(
1 1 −9
0 2 −6
0 0 2

)
.

Ìàòðèöÿ A äiàãîíàëiçîâíà i ìà¹ ïðîñòèé ñïåêòð. Îòæå, ìè ìàòèìå-
ìî ðiâíî 8 iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ: 0; C3; Cv1; Cv2; Cv3, Cv2⊕Cv3;
Cv1 ⊕ Cv2; Cv1 ⊕ Cv3.
Ïðèêëàä 10.3. Çíàéäiòü óñi ïiäïðîñòîðè, ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî
ìàòðèöi

A =

(
1 1 1
0 1 1
0 0 2

)
.
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Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çâîäèìî A äî Æ.Í.Ô. Äëÿ öüîãî îá÷èñëþ¹ìî
õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det

(
1− λ 1 1

0 1− λ 1
0 0 2− λ

)
= (1− λ)2(2− λ).

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî λ1 = 1 êðàòíîñòi 2 òà âëàñíå ÷èñëî λ2 = 2 êðàò-
íîñòi 1.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 2:

A− 2E =

(
−1 1 1
0 −1 1
0 0 0

)
7→
( −1 1 1

0 −1 1
)
{[1] + 1 ∗ [2]} 7→

7→
( −1 0 2

0 −1 1
)
{(−1) ∗ [1]}{(−1) ∗ [2]} 7→

(
1 0 −2
0 1 −1

)
.

Âèáèðà¹ìî x3 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = 2x3
x2 = x3
x3 = x3

,

( x1
x2
x3

)
=

(
2
1
1

)
x3.

Îòæå, ìè ìîæåìî âèáðàòè

v1 =

(
2
1
1

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 1:

A− E =

(
0 1 1
0 0 1
0 0 1

)
Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèòåìè î÷åâèäíèé. Ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä,

v2 =

(
1
0
0

)
.

Çíàõîäèìî îñòàííié áàçèñíèé âåêòîð:(
0 1 1
0 0 1
0 0 1

∣∣∣∣∣ 1
0
0

)
.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèòåìè òàêîæ î÷åâèäíèé. Ìîæíà âèáðàòè, íàïðèêëàä,

v3 =

(
0
1
0

)
.
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Êîæíîìó âëàñíîìó ÷èñëó ìàòðèöi A âiäïîâiäà¹ ðiâíî îäíà êëiòè-
íà Æîðäàíà. Îòæå, çà äîïîìîãîþ àëãîðèòìó 10.2 âèïèñó¹ìî âñi ií-
âàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè: 0; C3; Cv1; Cv2; Cv2 ⊕ Cv3; Cv1 ⊕ Cv2.

10.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Ïðèêëàä 10.4. Äîâåäiòü, ùî äîâiëüíà êîìïëåêñíà ìàòðèöÿ ðîç-
ìiðó n× n ìà¹ iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið ðîçìiðó n− 1.
Äîâåäåííÿ. Çâåäåìî A äî Æ.Í.Ô. Íåõàé v1, v2, . . . , vn � âiäïîâiäíèé
Æîðäàíiâ áàçèñ. Ç âèãëÿäó Æ.Í.Ô. ëåãêî îòðèìó¹ìî, ùî ïiäïðîñòið,
ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè v1, v2, . . . , vn−1 ¹ iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî A.

Ïðèêëàä 10.5. Äëÿ ìàòðèöü A òà B ç Matn×n(C) ñïðàâåäëèâà ðiâ-
íiñòü A2 = B2 = E. Äîâåäiòü, ùî â Cn iñíó¹ îäíî- àáî äâîâèìiðíèé
ïiäïðîñòið, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A òà B îäíî÷àñíî.
Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âàðòî çàóâàæèòè, ùî îáèäâi ìàòðèöi ìàþòü
àíóëþþ÷èé ìíîãî÷ëåí x2−1, ÿêèé íå ìà¹ êðàòíèõ êîðåíiâ. Êîðåíÿìè
öüîãî ìíîãî÷ëåíà ¹ ÷èñëà ±1. Îòæå, ìàòðèöi A òà B äiàãîíàëiçîâíi,
êðiì òîãî, ¹äèíèìè íåíóëüîâèìè âëàñíèìè ïiäïðîñòîðàìè öèõ ìà-
òðèöü ìîæóòü áóòè ëèøå ïiäïðîñòîðè V (1, A), V (−1, A), V (1, B) òà
V (−1, B). Äàëi, ç äiàãîíàëiçîâíîñòi ìàòðèöü îäðàçó âèïëèâà¹, ùî

Kn = V (1, A)⊕ V (−1, A), Kn = V (1, B)⊕ V (−1, B).

Íåõàé m1 ïîçíà÷à¹ ìàêñèìóì ñåðåä ðîçìiðíîñòåé âëàñíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ V (1, A) òà V (−1, A), à m2 ïîçíà÷à¹ ìàêñèìóì ñåðåä ðîçìið-
íîñòåé ïiäïðîñòîðiâ V (1, B) òà V (−1, B). ßêùî m1 + m2 > n, òî-
äi âiäïîâiäíi ïiäïðîñòîðè ìàêñèìàëüíèõ ðîçìiðíîñòåé ïåðåòèíàþòü-
ñÿ i ìè ëåãêî ìîæåìî çíàéòè â öüîìó ïåðåòèíi îäíîâèìiðíèé ïiä-
ïðîñòið, iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A òà B îäíî÷àñíî. Îòæå, ïðèïóñòèìî,
ùî m1 + m2 ≤ n. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî n � ïàðíå, à ðîçìiðíîñòi óñiõ
âëàñíèõ ïiäïðîñòîðiâ äîðiâíþþòü n/2.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi AB òà BA. Çà óìîâ çàäà÷i âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü (AB)(BA) =AB2A =AEA =A2 = E. Àíàëîãi÷íî (BA)(AB) =
E. Îòæå, (AB) (BA) = (BA) (AB). Çãiäíî ç ïðèêëàäîì 3.8 iñíó¹
âåêòîð v 6= 0, ùî ¹ âëàñíèì îäíî÷àñíî äî ìàòðèöü AB òà BA. Ðîç-
ãëÿíåìî ïiäïðîñòið U , ïîðîäæåíèé âåêòîðàìè v, Av òà Bv. Îñêiëüêè
A(Av) = A2v = Ev = v, A(Bv) = (AB)v = λv, B(Bv) = v òà
B(A)v = λ′v, ïiäïðîñòið U iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî A òà B. ßêùî âií
ìà¹ ðîçìiðíiñòü ìåíøó çà 3, äîâåäåííÿ çàêií÷åíî. ßêùî íi, òîäi éîãî
ðîçìiðíiñòü ðiâíà 3, ùî ¹ íåïàðíèì ÷èñëîì. Îòæå, çãiäíî ç ïåðøîþ
÷àñòèíîþ äîâåäåííÿ U ìiñòèòü îäíîâèìiðíèé ïiäïðîñòið, iíâàðiàíò-
íèé âiäíîñíî A òà B îäíî÷àñíî.
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10.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 10.1. Çíàéäiòü óñi ïiäïðîñòîðè, ùî iíâàðiàíòíi âiäíîñíî
ìàòðèöü(

2 2 1
0 1 2
0 0 −1

)
,

(
2 1 1
1 2 1
1 1 2

)
,

(
2 1 1
0 2 2
0 0 1

)
,

 2 1 1 1
1 2 1 2
0 0 2 2
0 0 1 1

 .

Çàäà÷à 10.2. Çíàéäiòü óñi iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè äëÿ Jk(λ).
Çàäà÷à 10.3. Äîâåäiòü, ùî Cn íå ìîæíà ðîçêëàñòè â ïðÿìó ñó-
ìó ïiäïðîñòîðiâ, iíâàðiàíòíèõ äî ìàòðèöi A, ÿêùî A ìà¹ ¹äèíó
iíâàðiàíòíó ïðÿìó.
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11 Ôóíêöi¨ âiä ìàòðèöü
11.1 Òåîðåòè÷íi âiäîìîñòi
Æîðäàíîâà íîðìàëüíà ôîðìà ìàòðèöi äà¹ äóæå ñèëüíå òåõíi÷íå çíà-
ðÿääÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêöié âiä ìàòðèöi. Ôóíêöiÿ âiä ìàòðèöi
âèçíà÷à¹òüñÿ äóæå ïðîñòî: ñïî÷àòêó î÷åâèäíèì ÷èíîì âèçíà÷à¹òü-
ñÿ ìíîãî÷ëåí âiä ìàòðèöi, äàëi ôóíêöiÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ â ðÿä Òåéëîðà
(ðîçãëÿäàþòüñÿ òiëüêè òàêi ôóíêöi¨), ïiñëÿ ÷îãî ôóíêöi¹þ âiä ìà-
òðèöi ââàæà¹òüñÿ ãðàíèöÿ ÷àñòêîâèõ ñóì ðÿäó Òåéëîðà (ÿêi ¹ ìíîãî-
÷ëåíàìè), ÿêùî òàêà iñíó¹ â òîïîëîãi¨ ïîêîîðäèíàòíî¨ çáiæíîñòi. Äëÿ
ïðîñòîòè ìè ââàæàòèìåìî K = C.

Îñíîâíà âëàñòèâiñòü Æ.Í.Ô. ñòîñîâíî îá÷èñëåííÿ ôóíêöié âiä ìà-
òðèöü îïèñàíà â íàñòóïíié òåîðåìi:
Òåîðåìà 11.1. Íåõàé A ∈ Matn×n(C) òà f(x) òàêà ôóíêöiÿ, äëÿ
ÿêî¨ iñíó¹ f(A). Òîäi
1. Äëÿ äîâiëüíî¨ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi S âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

f(SAS−1) = Sf(A)S−1.

2. ßêùî A = Jk(λ), òîäi

f(Jk(λ)) =



f(λ) f ′(λ)
1!

f ′′(λ)
2! . . .

f (k−1)(λ)
(k − 1)!

0 f(λ) f ′(λ)
1! . . .

f (k−2)(λ)
(k − 2)!

0 0 f(λ) . . .
f (k−3)(λ)
(k − 3)!

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .
f ′(λ)

1!
0 0 0 . . . f(λ)


.

Ç íàâåäåíî¨ âèùå òåîðåìè ëåãêî âèïëèâà¹ àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ
ôóíêöié âiä äîâiëüíèõ ìàòðèöü, ùî áóäå íàâåäåíèé íèæ÷å:

11.2 Îñíîâíi òèïè çàäà÷
Òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíié ÷àñòèíi, ìîæíà âèäiëèòè îäèí ïðèðîäíèé
òèï çàäà÷ ç öi¹¨ òåìàòèêè: Îá÷èñëèòè çàäàíó ôóíêöiþ f âiä çàäàíî¨
ìàòðèöi A.
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11.3 Àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçàííÿ îñíîâíèõ òèïiâ çàäà÷
Àëãîðèòì 11.1. Îá÷èñëåííÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f âiä çàäàíî¨ ìàòðèöi
A:

Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè çàäàíó ôóíêöiþ f âiä çàäàíî¨ ìàòðèöi
A, íåîáõiäíî:

• Çâåñòè ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô. B òà çíàéòè ìàòðèöþ ïåðåõîäó S
(âèêîðèñòîâóþ÷è, íàïðèêëàä, àëãîðèòì 5.3).
• Îá÷èñëèòè f(B), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ç äðóãî¨ ÷àñòèíè òå-
îðåìè 11.1.
• Îá÷èñëèòè f(A) çà ôîðìóëîþ f(A) = Sf(B)S−1.

11.4 Ïðèêëàäè
Ïðèêëàä 11.1. Îá÷èñëiòü exp(A), äå

A =
(

1 2
2 4

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî àëãîðèòì 11.1. Ñïåðøó íàì òðåáà çâåñòè
çàäàíó ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô. Îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíî-
ãî÷ëåí:

χA(λ) = det
(

1− λ 2
2 4− λ

)
= (1− λ)(4− λ)− 4 = λ2 − 5λ = λ(λ− 5).

Ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 0 òà λ2 = 5, îáèäâà êðàòíîñòi 1. Îòæå,
Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìàòèìå âèãëÿä:

B =
(

0 0
0 5

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 0:

A =
(

1 2
2 4

)
7→ ( 1 2 ) .

Âèáèðà¹ìî x2 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = −2x2
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
( −2

1
)
x2.

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè

v1 =
( −2

1
)
.

113



Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 5:

A− 5E =
( −4 2

2 −1
)
7→ ( −2 1 ) .

Âèáèðà¹ìî x1 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = x1
x2 = 2x1

,
(
x1
x2

)
=
(

1
2
)
x1.

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè

v2 =
(

1
2
)
.

Ìàòðèöÿ ïåðåõîäó ìàòèìå âèãëÿä:

S =
( −2 1

1 2
)
.

Äëÿ îá÷èñëåíü íàì ùå áóäå ïîòðiáíà ìàòðèöÿ S−1:( −2 1
1 2

∣∣∣ 1 0
0 1

)
{[1]↔[2]} 7→

(
1 2
−2 1

∣∣∣ 0 1
1 0

)
{[2] + 2 ∗ [1]} 7→

7→
(

1 2
0 5

∣∣∣ 0 1
1 2

)
{(1/5) ∗ [2]} 7→

(
1 2
0 1

∣∣∣ 0 1
1/5 2/5

)
{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

(
1 0
0 1

∣∣∣ −2/5 1/5
1/5 2/5

)
.

Îòæå,

S−1 =
(
−2/5 1/5
1/5 2/5

)
.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî exp(B):

exp(B) = exp
(

0 0
0 5

)
=
( 1 0

0 e5

)
.

Òåïåð ìîæíà çíàéòè i exp(A):

exp(A) = S
( 1 0

0 e5

)
S−1 =

( −2 1
1 2

)( 1 0
0 e5

)( −2/5 1/5
1/5 2/5

)
=

=
(
−2 e5

1 2e5

)(
−2/5 1/5
1/5 2/5

)
=
(

(4 + e5)/5 (−2 + 2e5)/5
(−2 + 2e5)/5 (1 + 4e5)/5

)
.
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Ïðèêëàä 11.2. Îá÷èñëiòü exp(A), äå

A =

(
2 1 1
1 2 −1
0 0 1

)
.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî àëãîðèòì 11.1. Ñïåðøó íàì òðåáà çâåñòè
çàäàíó ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô. Îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíî-
ãî÷ëåí:

χA(λ) = det

(
2− λ 1 1

1 2− λ −1
0 0 1− λ

)
=

= ((2−λ)(2−λ)−1)(1−λ) = (λ2−4λ+3)(1−λ) = −(λ−1)2(λ−3).

Ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà: λ1 = 1 êðàòíîñòi 2 òà λ2 = 3 êðàòíîñòi 1.
Äëÿ âèçíà÷åííÿ òèïó Æ.Í.Ô. ïîòðiáíî çíàéòè äåôåêò ìàòðèöi A−E:

A− E =

(
1 1 1
1 1 −1
0 0 0

)
.

Î÷åâèäíî, ùî ðàíã öi¹¨ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ 2, òîáòî ¨¨ äåôåêò äîðiâíþ¹
3− 2 = 1. Îòæå, Æ.Í.Ô. B ìàòðèöi A ìàòèìå âèãëÿä:

B =

(
3 0 0
0 1 1
0 0 1

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 3:

A− 3E =

(
−1 1 1
1 −1 −1
0 0 −2

)
.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. ëåãêî âãàäó¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

v1 =

(
1
1
0

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 1:

A− 1E =

(
1 1 1
1 1 −1
0 0 0

)
.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ îäíîðiäíî¨ Ñ.Ë.Ð. òàêîæ ëåãêî âãàäó¹òüñÿ, íàïðèêëàä,

v2 =

(
1
−1
0

)
.
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Çíàõîäèìî îñòàííié áàçèñíèé âåêòîð v3. Äëÿ öüîãî ðîçâ'ÿçó¹ìî òà-
êó íåîäíîðiäíó Ñ.Ë.Ð.: (

1 1 1
1 1 −1
0 0 0

∣∣∣∣∣ 1
−1
0

)
.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè òåæ äóæå ïðîñòî âãàäàòè, íàïðèêëàä,

v3 =

(
0
0
1

)
.

Îòæå, ìàòðèöÿ ïåðåõîäó ìàòèìå âèãëÿä:

S =

(
1 1 0
1 −1 0
0 0 1

)
.

Äëÿ îá÷èñëåíü íàì ùå áóäå ïîòðiáíà ìàòðèöÿ S−1:(
1 1 0
1 −1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

7→

(
1 1 0
0 −2 0
0 0 1

∣∣∣∣∣ 1 0 0
−1 1 0
0 0 1

)
7→

(
1 1 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣ 1 0 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)

{[1] + (−1) ∗ [2]} 7→

(
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣ 1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
.

Îòæå,

S−1 =

(
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî exp(B):

exp(B) = exp

(
3 0 0
0 1 1
0 0 1

)
=

(
e3 0 0
0 e e
0 0 e

)
.
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Íàãàäà¹ìî, ùî (expx)′ = exp x. Òåïåð ìîæíà çíàéòè i exp(A):

exp(A) = S exp(B)S−1 = S

(
e3 0 0
0 e e
0 0 e

)
S−1 =

(
1 1 0
1 −1 0
0 0 1

)
·

·

(
e3 0 0
0 e e
0 0 e

)(
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
=

(
e3 e e
e3 −e −e
0 0 e

)
·

·

(
1/2 1/2 0
1/2 −1/2 0
0 0 1

)
=

(
(e3 + e)/2 (e3 − e)/2 e
(e3 − e)/2 (e3 + e)/2 −e

0 0 e

)
.

Ïðèêëàä 11.3. Îá÷èñëiòü A100, äå

A =
(

0 2
−3 5

)
.

Äîâåäåííÿ. Çâîäèìî ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô. Îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðè-
ñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det
( −λ 2
−3 5− λ

)
= −λ(5− λ) + 6 = λ2 − 5λ+ 6 = (λ− 2)(λ− 3).

Ìà¹ìî äâà âëàñíi ÷èñëà λ1 = 2 òà λ2 = 3, îáèäâà êðàòíîñòi 1. Îòæå,
Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìàòèìå âèãëÿä:

B =
(

2 0
0 3

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 2:

A− 2E =
( −2 2
−3 3

)
7→ ( 1 −1 ) .

Âèáèðà¹ìî x2 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = x2
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
(

1
1
)
x2.

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè

v1 =
(

1
1
)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì 3:

A− 3E =
( −3 2
−3 2

)
7→ ( −3/2 1 ) .
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Âèáèðà¹ìî x1 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = x1
x2 = 3x1/2 ,

(
x1
x2

)
=
(

2
3
)
x1/2.

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè

v2 =
(

2
3
)
.

Ìàòðèöÿ ïåðåõîäó ìàòèìå âèãëÿä:

S =
(

1 2
1 3

)
.

Äëÿ îá÷èñëåíü íàì ùå áóäå ïîòðiáíà ìàòðèöÿ S−1:(
1 2
1 3

∣∣∣ 1 0
0 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
1 2
0 1

∣∣∣ 1 0
−1 1

)
{[1] + (−2) ∗ [2]} 7→

(
1 0
0 1

∣∣∣ 3 −2
−1 1

)
.

Îòæå,

S−1 =
(

3 −2
−1 1

)
.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî B100:

B100 =
(

2 0
0 3

)100
=
(

2100 0
0 3100

)
.

Òåïåð ìîæíà çíàéòè i A100:

A100 = S

(
2100 0
0 3100

)
S−1 =

(
1 2
1 3

)(
2100 0
0 3100

)(
3 −2
−1 1

)
=

=
(

2100 2 · 3100

2100 3101

)(
3 −2
−1 1

)
=

=
(

3 · 2100 − 2 · 3100 −2101 + 2 · 3100

3 · 2100 − 3101 −2101 + 3101

)
.

Ïðèêëàä 11.4. Îá÷èñëiòü sinA, äå

A =
(
π − 1 1
−1 π + 1

)
.
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Äîâåäåííÿ. Çâîäèìî ìàòðèöþ A äî Æ.Í.Ô. Îá÷èñëþ¹ìî õàðàêòåðè-
ñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí:

χA(λ) = det
(
π − 1− λ 1
−1 π + 1− λ

)
= (λ− π)2.

Ìà¹ìî âëàñíå ÷èñëî λ1 = π êðàòíîñòi 2. Î÷åâèäíî, ùî ìàòðèöÿ A−
πE íåíóëüîâà. Îòæå, Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A ìàòèìå âèãëÿä:

B =
(
π 1
0 π

)
.

Çíàõîäèìî âëàñíèé âåêòîð ç âëàñíèì ÷èñëîì π:

A− πE =
( −1 1
−1 1

)
7→ ( 1 −1 ) .

Âèáèðà¹ìî x2 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = x2
x2 = x2

,
(
x1
x2

)
=
(

1
1
)
x2.

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè

v1 =
(

1
1
)
.

Çíàõîäèìî âåêòîð v2:( −1 1
−1 1

∣∣∣ 1
1
)
7→ ( −1 1 | 1 )

Âèáèðà¹ìî x1 âiëüíîþ çìiííîþ:{
x1 = x1
x2 = x1 + 1 ,

(
x1
x2

)
=
(

0
1
)

+
(

1
1
)
x2.

Îòæå, ìîæíà âèáðàòè

v2 =
(

0
1
)
.

Ìàòðèöÿ ïåðåõîäó ìàòèìå âèãëÿä:

S =
(

1 0
1 1

)
.

Äëÿ îá÷èñëåíü íàì ùå áóäå ïîòðiáíà ìàòðèöÿ S−1:(
1 0
1 1

∣∣∣ 1 0
0 1

)
{[2] + (−1) ∗ [1]} 7→

(
1 0
0 1

∣∣∣ 1 0
−1 1

)
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Îòæå,
S−1 =

(
1 0
−1 1

)
.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹ìî sinB (íàãàäà¹ìî, ùî sin′ x = cosx):
sinB = sin

(
π 1
0 π

)
=
(

0 −1
0 0

)
.

Òåïåð ìîæíà çíàéòè i sinA:

exp(A) = S
(

0 −1
0 0

)
S−1 =

(
1 0
1 1

)(
0 −1
0 0

)(
1 0
−1 1

)
=

=
(

0 −1
0 −1

)(
1 0
−1 1

)
=
(

1 −1
1 −1

)
.

11.5 Çàäà÷i òåîðåòè÷íîãî õàðàêòåðó
Ïðèêëàä 11.5. Çíàéäiòü âèçíà÷íèê ìàòðèöi exp(A).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé B ïîçíà÷à¹ Æ.Í.Ô. ìàòðèöi A, à λi, 1 ≤ i ≤ n
ïîçíà÷àþòü âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi. Çðî-

çóìiëî, ùî detA =
n∏
i=1

λi òà det exp(A) =
n∏
i=1

exp(λi). Çâiäñè det exp(A) =

exp(
n∑
i=1

λi). Àëå ñóìà âñiõ âëàñíèõ ÷èñåë ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ ñëiäó

s(A) ìàòðèöi A, òîáòî ñóìi ¨¨ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ. Îòæå, ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî det exp(A) = exp(s(A)).
Ïðèêëàä 11.6. Äîâåäiòü ìàòðè÷íó òðèãîíîìåòðè÷íó òîòîæíiñòü
sin 2A = 2 sinA cosA.
Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ öi¹¨ çàäà÷i ëåãêî âèïëèâà¹ ç íàñòóïíîãî áiëüø
çàãàëüíîãî çàóâàæåííÿ: ßêùî äëÿ ìàòðèöi A âèçíà÷åíî ôóíêöi¨ f(x)
òà g(x), òî äëÿ A âèçíà÷åíî ôóíêöiþ h(x) = f(x)g(x), ïðè÷îìó
h(A) = f(A)g(A).

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî çãiäíî ç òåîðåìîþ 11.1 ñôîðìóëüîâàíå òâåð-
äæåííÿ äîñèòü äîâåñòè äëÿ êëiòèíè Æîðäàíà Jk(λ). Âèêîðèñòàâøè
ôîðìóëó ç äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè äëÿ ëiâî¨ òà ïðàâî¨ ÷àñòèí ðiâ-
íîñòi h(A) = f(A)g(A) òà ïðèðiâíÿâøè âiäïîâiäíi êîåôiöi¹íòè öèõ
ìàòðèöü, ìè îòðèìà¹ìî âiäîìó ôîðìóëó Ëåéáíiöà îá÷èñëåííÿ ïîõiä-
íî¨ äîáóòêó:

(f(x)g(x))(n)

n!
=

n∑
i=0

f (k)(x)
k!

g(n−k)(x)
(n− k)!

.

Îòæå, íåîáõiäíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ïðàâèëà Ëåéáíiöà.
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11.6 Çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ
Çàäà÷à 11.1. Îá÷èñëiòü exp(A), äå

A =
(

2 1
1 2

)
.

Çàäà÷à 11.2. Îá÷èñëiòü exp(A), äå

A =
(

1 1
−1 −1

)
.

Çàäà÷à 11.3. Îá÷èñëiòü exp(A), äå

A =
(

4 −2
6 −3

)
.

Çàäà÷à 11.4. Îá÷èñëiòü A333, äå

A =
(

1 2
2 1

)
.

Çàäà÷à 11.5. Îá÷èñëiòü A200, äå

A =
(

2 1
−4 −2

)
.

Çàäà÷à 11.6. Îá÷èñëiòü A150, äå

A =
(

1 + i 1
−1 −1 + i

)
.

Çàäà÷à 11.7. Îá÷èñëiòü
√
A, äå

A =
(

6 2
3 7

)
.

Çàäà÷à 11.8. Îá÷èñëiòü lnA, äå

A =

(
4 −15 6
1 −4 2
1 −5 3

)
.

Çàäà÷à 11.9. Îá÷èñëiòü exp(A), äå

A =

(
4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7

)
.
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Çàäà÷à 11.10. Ìàòðèöi A òà B ïîäiáíi, ïðè÷îìó B = T−1AT äëÿ
äåÿêî¨ íåâèðîäæåíî¨ ìàòðèöi T . Âiäîìî, ùî f(A) iñíó¹. Äîâåäiòü,
ùî f(B) iñíó¹ òà f(B) = T−1f(A)T .

Çàäà÷à 11.11. Äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ exp(A) iñíó¹ äëÿ äîâiëüíî¨
ìàòðèöi A. Êðiì òîãî, äîâåäiòü, ùî ìàòðèöÿ exp(A) çàâæäè ¹
íåâèðîäæåíîþ.

Çàäà÷à 11.12. Âiäîìî, ùî f(A) òà g(A) iñíóþòü òà h(x) = f(x)+
g(x). Äîâåäiòü, ùî h(A) iñíó¹ òà h(A) = f(A) + g(A).

Çàäà÷à 11.13. Äîâåäiòü, ùî ôóíêöiþ f(x) = 1/x ìîæíà ðàõóâàòè
âiä óñiõ íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü, i, êðiì òîãî, f(A) = A−1.

Çàäà÷à 11.14. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi âëàñíèõ
÷èñåë ìàòðèöi A (ñïåêòð ìàòðèöi). Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ìíîãî-
÷ëåí, çíà÷åííÿ ÿêîãî íà çãàäóâàíîìó ñïåêòði çáiãàþòüñÿ çi çíà÷åí-
íÿìè ôóíêöi¨ f . Äîâåäiòü, ùî òàêèõ ìíîãî÷ëåíiâ íåñêií÷åííî áàãà-
òî, êðiì òîãî, ñåðåä íèõ ¹ îäèí òà òiëüêè îäèí, ùî ìà¹ ñòåïiíü,
ìåíøó çà ñòåïiíü ìiíiìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A (öåé ìíîãî-
÷ëåí íàçèâà¹òüñÿ iíòåðïîëÿöiéíèì ìíîãî÷ëåíîì Ëàãðàíæà - Ñiëü-
âåñòðà ôóíêöi¨ f(x)).

Çàäà÷à 11.15. Íåõàé ôóíêöiÿ f(x) ìà¹ ñåíñ ïðè x = A. Äîâåäiòü,
ùî âèçíà÷íèê ìàòðèöi f(A) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

det f(A) = f(λ1)f(λ2) . . . f(λn),

äå {λi} � âëàñíi ÷èñëà A ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòi.
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