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Вкажемо одразу деякi загальноприйнятi математичнi позначення, якi спрощують
запис математичних тверджень.

df
= або def

= означає: те, що стоїть з правого боку вiд знаку рiвностi, нам вже
вiдомо i є означенням того, що стоїть злiва (is defined).

=⇒ - (достатностi) : з того, що стоїть злiва, випливає те, що стоїть справа.
⇐= - символ iмплiкацiї (необхiдностi) : з того, що стоїть справа, випливає те, що

стоїть злiва.
⇐⇒ або ≡ - символ еквiвалентностi (тодi i тiльки тодi)
∀ - квантор загальностi
∃ - квантор iснування
¬ - операцiя заперечення
∧ - логiчне i
∨ - логiчне або

idS : S → S - тотожне вiдображення множини S в себе
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1 Елементи теорiї множин
Натуральнi числа визначив Бог,

все решта - витвiр рук людських.
Кронекер.

1.1 Множини, елементи множин

Множина - це поняття, яке не визначається. Його можна лише пояснити як сукупнiсть
елементiв, якi задовольняють деяким властивостям. Наприклад, множина всiх цiлих
чисел, всiх дiйсних чисел.

Множина складається з елементiв, причому вважається, що кожен елемент пред-
ставлений в цiй множинi одному екземплярi. Запис x ∈ X означає, що елемент x є
елементом множини X, або ще кажуть, що елемент x належить до множини X.

Застереження 1.1. Не кожну множину можна коректно визначити. Наприклад,
перукар, який голить тих, хто не голиться сам, i не голить тих, хто сам голиться,
має проблеми iз собою. Множина всiх множин, якi не є власними пiдмножинами,
не iснує, тому що припущення про її iснування приводить до суперечностi. Такi
логiчнi суперечностi усуненi в бiльш детально розроблених аксiоматизацiях теорiї
множин. Ми не маємо змоги i часу заглибитись в такi теорiї. Бiльш детально цi
питання розглядаються в курсi математичної логiки.

1.2 Способи, якими задаються множини

Множини можна вказувати безпосереднiм, можливо нескiнченним, перерахуванням
їх елементiв. Наприклад,

X = { стiл, за яким я зараз сиджу, (1)
стiлець, на якому я зараз сиджу }, (2)

або T = {1, 2, . . .}.
Ще один спосiб задання множин - за допомогою властивостi. При цьому записують:

X = { x | P(x) }, де P(x) - це описання деякої властивостi. Наприклад, X = {x | x -
людина i вага її ≥ 83кг }.
Означення 1.1. Якщо задана деяка властивiсть P(x), де x ∈ X, то

• ∀x ∈ X P(x) ⇐⇒ для кожного елемента x з множини X виконується P(x);

• ∃x ∈ X P(x) ⇐⇒ iснує x ∈ X, для якого P(x) виконується;

• ¬P(x) ⇐⇒ для елемента x властивiсть P(x) не виконується.

Приклади: ∀x ∈ R x2 > 0; ∃x ∈ Z, ¬ (x ∈ N).
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1.3 З якими множинами ми працюватимемо

• N = {1, 2, 3, . . .} - множина натуральних чисел.

• N = {x ∈ Z|x > 0} - iнше означення множини натуральних чисел.

• Z = {0,±1,±2, . . .} або Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} - множина цiлих чисел.

• Q - множина рацiональних чисел.

• R - множина дiйсних чисел.

• C - множина комплексних чисел.

• ∅ - порожня множина, яка не мiстить жодного елемента.

1.4 Операцiї над множинами

• Включення множин. Говоримо, що X ⊂ Y або X є пiдмножиною (в) Y , якщо
кожен елемент x ∈ X є елементом Y . В цьому випадку виконується така умова:
x ∈ X =⇒ x ∈ Y .

Очевидно, що X ⊂ X.

Включення X ⊂ Y називається строгим, а X називається власною пiдмножиною
Y , якщо iснує y ∈ Y , такий що y 6∈ X.

Iнодi, щоб пiдкреслити, що включення X ⊂ Y не є строгим, пишуть X ⊆ Y .

• Об’єднання множин. Говоримо, що елемент z належить об’єднанню X ∪ Y мно-
жин X i Y , якщо z ∈ X або z ∈ Y . Це означення можна ще записати в скороченiй
формi:

z ∈ X ∪ Y ⇐⇒ z ∈ X ∨ z ∈ Y.

• Перетин множин.

z ∈ X ∩ Y ⇐⇒ z ∈ X ∧ z ∈ Y.

При цьому можливо, що X ∩ Y = ∅, тобто множини X i Y не перетинаються.

• Рiзниця множин.
z ∈ X \ Y ⇐⇒ z ∈ X ∧ z 6∈ Y.

Зокрема, X \ Y = ∅ тодi i тiльки тодi, коли X ⊂ Y .

• Прямий (або декартiв) добуток. Прямий добуток двох множин задається як
множина пар:

X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y }.
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1.5 Властивостi операцiй над множинами

Асоцiативнiсть.
(X ∪ Y ) ∪ Z = X ∪ (Y ∪ Z)

(X ∩ Y ) ∩ Z = X ∩ (Y ∩ Z)

Ця властивiсть дає змогу поширити операцiю на кiлька елементiв. Наприклад, опе-
рацiя вiднiмання на множинi цiлих чисел не є асоцiативною, тому не можна визначити
рiзницю трьох чисел. Маємо: 5 = 6− (3−2) 6= (6−3)−2 = 1. Операцiї ж додавання та
множення цiлих чисел асоцiативнi, тому можна говорити про суму (добуток) кiлькох
доданкiв (множникiв).

Комутативнiсть.

X ∪ Y = Y ∪X, X ∩ Y = Y ∩X.

Взаємна дистрибутивнiсть. Дистрибутивнiсть операцiй об’єднання i перетину ви-
значається формулами:

X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z);

X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z).

1.6 Сiмейства множин

Деякi операцiї над множинами (наприклад, об’єднання, перетин) можна застосовува-
ти до довiльного сiмейства множин.

Нехай I - довiльна множина iндексiв, i для кожного i ∈ I визначена множина Xi.
В цьому випадку кажуть, що визначено сiмейство множин Xi, i ∈ I.

Застосувавши операцiї об’єднання i перетину до сiмейства множин, одержимо мно-
жини

⋃
i∈I

Xi та
⋂
i∈I

Xi, якi визначаються наступними правилами:

x ∈
⋃
i∈I

Xi ⇐⇒ ∃i ∈ I x ∈ Xi;

x ∈
⋂
i∈I

Xi ⇐⇒ ∀i ∈ I x ∈ Xi.

1.7 Прямий або декартiв добуток

Прямий (або декартiв) добуток X =
∏
i∈I

Xi сiмейства множин Xi, i ∈ I, визначається

як множина, що складається з усiх можливих наборiв (xi)i∈I , де xi ∈ X.
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Приклад 1.1. Нехай I = {1, 2, . . . , n} = {i ∈ N | i 6 n}, де n ∈ N - деяке натуральне
число. Прямий добуток сiмейства множин Xi, i ∈ I, визначається як:

X1 ×X2 × . . .×Xn =
∏
i∈I

Xi = {(x1, x2, . . . xn) |x1 ∈ X1, . . . , xn ∈ Xn}.

Iнодi такий добуток позначається
n∏

i=1

Xi.

Якщо всi множини-спiвмножники рiвнi мiж собою, тобто X = X1 = X2 = . . . = Xn,
то позначимо X1 ×X2 × . . .×Xn = X ×X × . . .×X = Xn. З цiєї точки зору X1 = X.

Зауваження 1.1. Набори (x1, x2, . . . xn) вважаються впорядкованими, тобто ва-
жливi не лише елементи, але i порядок слiдування. Отже: (x1, x2, . . . xn) = (x′1, x

′
2, . . . x

′
n)

тодi i лише тодi, коли x1 = x′1, x2 = x′2, . . . xn = x′n.

Приклад 1.2. Нехай I = {1, 2}, X1 = R, X2 = R, де R - дiйсна пряма. Тодi прямий
добуток R×R - це множина пар {(x1, x2) | x1 ∈ R, x2 ∈ R}. Два елементи (0, 5), (5, 0)
∈ R×R - рiзнi, тобто (0, 5) 6= (5, 0). З геометричної точки зору R×R можна iнтер-
претувати як площину, де x1, x2 - координати. Аналогiчно R×R×R - тривимiрний
простiр. Питання: чи iснує чотиривимiрний простiр?

Властивiсть прямого добутку. Якщо в добутку хоча б одна множина порожня,
то i весь добуток порожнiй, тобто X ×∅ = ∅. Якщо ж X1 6= ∅, X2 6= ∅, . . ., Xn 6= ∅,
то X1 ×X2 × . . .×Xn 6= ∅.

Вважається, що можна перемножувати довiльну кiлькiсть множин.
Парадокс Тарського про сферу. Сферу радiуса 2 можна розрiзати на скiнченну

кiлькiсть частин i скласти з них сферу радiуса 1.

1.8 Вiдношення еквiвалентностi

Введемо нове поняття, яким користуватимемось надалi.

Означення 1.2. Припустимо, що X - деяка множина. Тодi n−арним вiдношенням
на множинi X називається деяка пiдмножина R ⊂ Xn = X ×X × . . .×X (n разiв),
де n - деяке натуральне число.

Бiнарним вiдношенням (або 2−арним) на множинi X називається деяка пiдмно-
жина R ⊂ X2 = X ×X, тернарним (або 3−арним) - пiдмножина R ⊂ X3. Позначе-
ння: якщо (x, y) ∈ X ×X така пара, що (x, y) ∈ R, то це позначається на письмi
R(x, y) або xRy, x ∼

R
y, x ∼ y.

Зауваження 1.2. Iнодi кажуть, що задано вiдношення ∼ на множинi X, маючи на
увазi пiдмножину R = {(x, y) |x ∼ y} ⊂ X2.
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Приклад 1.3. Нехай P - це множина людей. Визначимо таке тернарне вiдношення
R ⊂ P × P × P : R = {(батько,мати, дитина)}. Коли ми зафiксуємо третю
координату, то першi двi визначенi однозначно.

Означення 1.3. Бiнарне вiдношення R ⊂ X ×X називається еквiвалентнiстю (або
вiдношенням еквiвалентностi), якщо виконуються такi властивостi:

1. ∀x ∈ X x ∼ x - рефлексивнiсть;

2. ∀x, y ∈ X (x ∼ y) ⇐⇒ (y ∼ x) - симетричнiсть;

3. ∀x, y, z ∈ X (x ∼ y) ∧ (y ∼ z) =⇒ (x ∼ z) - транзитивнiсть (тобто
еквiвалентнiсть можна перевiрити локально, на невеликiй вiддалi).

Множина Sx = {y ∈ X | y ∼ x} елементiв, еквiвалентних деякому x ∈ X, нази-
вається класом еквiвалентностi елемента x. Довiльний елемент класу Sx називає-
ться представником цього класу.

Завдання 1.1. Довести, що y ∈ Sx ⇐⇒ Sx = Sy для x, y ∈ X.

1.9 Поняття фактормножини

Якщо ∼ - деяка еквiвалентнiсть на множинi X, то через X/∼ позначимо множину
класiв еквiвалентностi, тобто X/∼ = {Sx |x ∈ X}. Множина X/∼ називається фа-
ктормножиною (quotient) множини X (вiдносно еквiвалентностi ∼) .
Приклад 1.4. Нехай X - деяка множина людей, якi дотримуються принципiв мо-
ногамностi, i ∼ - вiдношення "бути в шлюбi". Фактормножиною на множинi X
вiдносно вiдношення ∼ є множина усiх подружь.

1.10 Вiдображення

Нехай X, Y - двi множини. Вiдображенням F з множини X до множини Y називається
правило, за яким кожному елементу x ∈ X ставиться у вiдповiднiсть елемент F (x)

множини Y . Позначається вiдображення: F : X → Y або X
F→ Y .

Приклади вiдображень.
1) Функцiї вiд дiйсної змiнної:{

sin : R → R;
x 7−→ sin x.

{
x2 : R → R;

x 7−→ x2.

2) Iм’я: P → N , де P - множина всiх людей, N - множина всiх мислимих iмен. При
цьому вважаємо, що у людини є головне iм’я.

Вiдображення можуть задаватися у виглядi таблицi або картинки.
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1.11 Образ, прообраз вiдображення

Якщо задана функцiя або вiдображення f : X → Y , то для елемента x ∈ X елемент
f(x) ∈ Y - це образ x. Бiльш загально, коли X ′ ⊂ X - деяка пiдмножина, тодi множина

f(X ′) = { f(x) |x ∈ X ′ } ⊂ Y

називається образом пiдмножини X ′.
Для елемента y ∈ Y елемент x ∈ X такий, що f(x) = y, називається прообразом.

Зауваження 1.3. 1) Прообраз не завжди iснує. Приклад: коли x → x2, то −1 ∈ R
не має прообразу.

2) Прообразiв може бути кiлька чи навiть нескiнченно багато. Так, якщо x → x2,
то 1 ∈ R має два прообрази 1,−1 ∈ R.

Позначення. Для елемента x ∈ X твердження, що f(x) = y ∈ Y записується так:
x 7→ y або x

f→ y, якщо треба пiдкреслити, яка саме функцiя.
Для кожного y ∈ Y повний прообраз f−1(y) = {x ∈ X | f(x) = y} визначається як

множина таких x ∈ X, що f(x) = y. Наприклад, sin−1(0) = {kπ | k ∈ Z}.
Повний прообраз пiдмножини Y ′ ⊂ Y визначається як множина

f−1(Y ′) = {x ∈ X | f(x) ∈ Y ′} ⊂ X.

Визначимо образ вiдображення f : X → Y як таку пiдмножину в Y :

Im f = f(X) = {y ∈ Y | ∃x ∈ X, f(x) = y}.

Зауважимо, що поняття прообразу вiдображення не носить iнформативного хара-
ктеру, тому що це завжди буде вся множина X.

1.12 Композицiя вiдображень

Припустимо, що заданi вiдображення f : X −→ Y i g : Y −→ Z. Композицiєю (або
суперпозицiєю) цих вiдображень називається вiдображення gf : X −→ Z, задане за
таким правилом: (gf)(x) = g(f(x)). Cхематично це зображується так:

X
f−→ Y

g−→ Z.

Зауваження 1.4. Суперпозицiя функцiй f i g записується в протилежному по-
рядку як gf , оскiльки iсторично сформувалася форма запису функцiї як f(x). В де-
яких мовах програмування функцiя записується справа: (x)f ; в цьому випадку маємо
(x)(fg) = ((x)f)g.
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1.13 Типи вiдображень

• Вiдображення f : X → Y називається iн’єктивним (або мономорфiзмом), якщо
для x1, x2 ∈ X таких, що x1 6= x2, їх образи також рiзнi, тобто f(x1) 6= f(x2).
Iнакше кажучи, вiдображення iн’єктивне, якщо воно рiзнi елементи переводить
в рiзнi.

• Вiдображення f : X → Y називається сюр’єктивним (або епiморфiзмом), якщо
f(X) = Y , або, що еквiвалентно, ∀y ∈ Y ∃x ∈ X f(x) = y.

• Вiдображення f : X → Y називається бiєктивним (або iзоморфiзмом), якщо
воно iн’єктивне i сюр’єктивне.

Приклад 1.5. Розглянемо множину X, що складається з трьох елементiв, i дво-
елементну множину Y . Тодi не iснує iн’єктивного вiдображення X → Y ? I навпаки,
не iснує сюр’єктивного вiдображення Y → X.

Бiєктивне вiдображення або бiєкцiя X → Y називається взаємно однозначною
вiдповiднiстю мiж множинами X, Y . Зауважимо, що в даному випадку множини X i
Y не впорядкованi i у нас фактично є два вiдображення: пряме i обернене, визначення
якого дамо пiзнiше.

Приклад 1.6. Якщо ∼ - деяка еквiвалентнiсть на множинi X i через X/∼ позна-
чена фактормножина множини X вiдносно еквiвалентностi ∼, то iснує канонiчне
сюр’єктивне вiдображення π : X −→X/∼, при якому π(x) = Cx, x ∈ X, тобто кожен
елемент переходить в свiй клас еквiвалентностi.

1.14 Асоцiативнiсть операцiй композицiї вiдображень

Нехай для множин X, Y , Z, T заданi вiдображення f : X → Y , g : Y → Z i h : Z→T ,
тобто визначена послiдовнiсть X

f→ Y
g→ Z

h→ T . Тодi має мiсце рiвнiсть:

h(gf) = (hg)f.

Доведемо цю властивiсть, незважаючи на її очевиднiсть.
Доведення . Розглянемо довiльний елемент x ∈ X i подiємо на нього почергово

послiдовностями вiдображень, використовуючи означення композицiї:

h((gf)(x)) = h(g(f(x))); (hg)f(x) = (hg)(f(x)) = h(g(f(x))).

Оскiльки одержанi правi частини збiгаються, то на цьому доведення закiнчується.

Ця властивiсть композицiй вiдображень має назву асоцiативностi. Завдячуючи їй,
ми можемо записувати композицiї вiдображень без дужок, а саме, позначимо

hgf
df
= h(gf) = (hg)f.
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1.15 Тотожне вiдображення

Для будь-якої множини X iснує так зване тотожне вiдображення 1X : X → X
(або 1X , idX). Це вiдображення задається за таким правилом: ∀x ∈ X 1X(x) = x.
Очевидно, тотожне вiдображення бiєктивне.

Для довiльного вiдображення f : X → Y виконуються такi рiвностi:

1Y f = f, f1X = f.

Доведення очевидне.

Лемма 1.1. Наступнi твердження є рiвносильними (або еквiвалентними):

1. f : X → Y є бiєкцiя;

2. для f : X → Y iснує g : Y → X таке, що gf = 1X i fg = 1Y , причому якщо
таке g iснує, то воно єдине.

Зауваження 1.5. Щоб довести рiвносильнiсть двох тверджень, припускають, що
вiрне перше твердження i доводять друге, позначається це 1 =⇒ 2. I навпаки, ви-
водимо iз другого твердження перше, тобто 2 =⇒ 1.

Доведення . 1 =⇒ 2. Припустимо, що f - бiєкцiя. Визначимо g : Y → X таке, щоб
fg = 1Y . Для цього розглянемо y ∈ Y . Тодi iснує (бо f - сюр’єкцiя), причому єдиний
(бо f - iн’єкцiя) елемент x ∈ X, такий що f(x) = y. Тодi покладемо g(y) = x. Це
коректно визначене правило, бо такий елемент єдиний. Бiльше того, якщо ми хочемо,
щоб виконувалось fg = 1Y , то це єдиний спосiб визначити вiдображення g. Дiйсно,
fg(y) = 1Y (y) = y для всякого y. Тому, якщо g(y) = x′, то f(x′) = f(g(y)) = y.
Отже, вказане g визначено однозначно i властивiсть fg = 1Y виконана. Перевiримо,
що gf = 1X . Це еквiвалентно тому, що ∀x ∈ X gf(x) = 1X(x). Насправдi це те саме,
що gf(x) = x, що еквiвалентно умовi g(f(x)) = x.

Нехай f(x) = y. Тодi, за означенням, g(y) буде такий, що ∃x′ ∈ X f(x′) = y. Але
ми такий елемент x знаємо, а саме x′ = x. Отже, звiдси g(y) = x, що еквiвалентно
умовi g(f(x)) = x.

2 =⇒ 1 Навпаки, припустимо, що iснує g таке, що fg = 1y i gf = 1X . Потрiбно
довести, що f - не iн’єктивне, тобто iснують такi x1 6= x2, що f(x1) = f(x2). Позначимо
цей елемент через y. Запишемо рiвнiсть: x1 = 1X(x1) = gf(x1) = g(f(x1)) = g(y). Отже,
x1 = g(y). Далi застосовуємо цю саму рiвнiсть до x2. Маємо: x2 = 1X(x2) = gf(x2) =
g(f(x2)) = g(y). Отже, x1 = g(y) = x2 =⇒ x1 = x2. Це суперечить припущенню, що
вони рiзнi. Отже, f - iн’єктивне.

Чому f сюр’єктивне? Треба довести, що ∀y ∃x ∈ X y = f(x). Запишемо рiвнiсть
1Y = f(y). Тодi y = 1Y (y) = (fg)(y) = f(g(y)). Позначимо g(y) = x. Тобто, ми побуду-
вали такий елемент x, який переходить в y.

Означення 1.4. Вiдображення g : Y → X, що задовольняє умовам попередньої леми,
називається оберненим до вiдображення f i позначається g = f−1. Отже, f−1 iснує
i єдине тодi i тiльки тодi, коли - f бiєкцiя.
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Вправи. 1. (f−1)−1 = f .
2. Припустимо, що X

f→ Y
g→ Z i iснують f−1, g−1. Тодi iснує (gf)−1 i (gf)−1 =

g−1f−1.

2 Комплекснi числа
Теорiя комплексних чисел розглядається як концептуальна база для подальшого про-
сування в алгебру. На цьому прикладi застосуємо бiльшiсть мовних засобiв сучасної
алгебри.

В рамках натуральних чисел не можна платити борги, отже виникли цiлi числа.
Додали дiлення - одержали рацiональнi числа, вимiрювання вiдрiзкiв - одержали дiй-
снi числа. Комплекснi числа виникли з необхiдностi розв’язувати квадратичнi рiвня-
ння.

2.1 Теорема-означення

Позначимо через R множину дiйсних чисел, вважаємо, що на них визначенi операцiї
додавання + та множення × i що всi властивостi дiйсних чисел ми "знаємо".

Множина комплексних чисел C визначається як множина пар дiйсних чисел, тобто
C = R× R = { (a, b) | a, b ∈ R }. З iсторичних причин та причин зручностi числа (a, b)
записуються у формi: a + bi, де i - це спецiальний символ, який називається уявною
одиницею.

На множинi C визначенi два вiдображення:Re : C−→R, при якомуRe (a+bi) = a -
дiйсна частина, i Im : C−→R, при якому Im (a+bi) = bi - уявна частина комплексного
числа a + bi.

Приклад.
√−2 + πi ∈ C.

Деякi особливостi запису комплексних чисел. Вважаємо, що a + 0 · i = a, а також
0+bi = bi - еквiвалентнi форми запису комплексного числа. Вiдповiдно 0+0·i = 0. Крiм
того, 1i = i, (−k)i = −ki, тобто 1 + (−2)i = 1− 2i (остання домовленiсть називається
“правилом знакiв”).

2.2 Операцiї над комплексними числами

На множинi комплексних чисел ми розглядатимемо три основнi операцiї:

• додавання + : C× C→ C,

• множення × : C× C→ C,

• комплексного спряження −
: C→ C.
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Операцiя додавання (або сума) визначається для двох комплексних чисел a + bi,
c + di ∈ C наступним чином: a + bi + c + di = (a + c) + (b + d)i.

Множення двох комплексних чисел a + bi, c + di ∈ C визначається за формулою:

(a + bi)× (c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i.

Комплексне спряження - це вiдображення C → C, яке позначається σ або ¯ i
задається таким правилом: σ(a + bi) = a + bi = a− bi.

Зауваження 2.1. Застосування правил додавання та множення до дiйсних чисел
(тобто до комплексних чисел, якi мають нульову уявну частину) означає їх звичай-
не додавання та множення. Комплексне ж спряження не змiнює дiйсного числа. У
цьому випадку кажуть, що операцiї над комплексними числами узгодженi з вiдоми-
ми операцiями над дiйсними числами.

З правила множення випливає, зокрема, таке твердження стосовно символу i :
i2 = −1, тобто що i - корiнь рiвняння z2 + 1 = 0.

Цi операцiї задають структуру поля комплексних чисел. Ми вжили слово поле i
тепер мусимо дати пояснення. Отже, що таке поле на прикладi комплексних чисел?

2.3 Властивостi операцiй над комплексними числами

Сформулюємо теорему, яка одночасно є означенням поняття поля.

Теорема-означення 2.1. Комплекснi числа утворюють поле.

(1) На множинi C комплексних чисел введено операцiї:
a) + : C×C−→C за таким правилом: коли α, β ∈ C, то + : (α, β) 7→ α+β (операцiя

додавання);
b) · : C×C−→C, яка для α, β ∈ C визначається: ·(α, β) 7→ α · β (операцiя множе-

ння).
Вiдносно введених операцiй виконуються такi аксiоми поля.

1. Асоцiативнiсть додавання. Операцiя + асоцiативна, тобто для α, β, γ ∈ C спра-
ведливе таке твердження:

(α + β) + γ = α + (β + γ) 1

Доведення . Нехай α = a + bi, β = c + di, γ = e + fi. Тодi

(*) ((a + bi)+ (c + di))+ e + fi = ((a + c)+ (b + d)i)+ e + fi = ((a + c) + e)+
((b + d) + f)i.

1 Формула в рамочцi означатиме: "Аксiома поля".
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Iнша сума (**) (a + bi)+ ((c + di)+ (e + fi)) = ((a + bi) + ((c + e)+ (d + f)i) =
(a + (c + e))+ (b + (d + f))i.

Два числа рiвнi, коли рiвнi вiдповiднi координати. Оскiльки для дiйсних чисел
((a + c) + e) = (a + (c + e)) i ((b + d) + f) = (b + (d + f)) (аксiома асоцiативностi
для дiйсних чисел), то i комплекснi числа в виразах (*) i (**) рiвнi мiж собою.
Звiдси висновок: операцiя + асоцiативна.

2. Iснування нуля або нейтрального елемента вiдносно додавання. В C iснує еле-
мент 0 ∈ C такий, що

∀α ∈ C 0 + α = α + 0 = α

Такий елемент 0 називається нейтральним вiдносно додавання або нулем.

Доведення . Елемент 0 = 0 + 0i буде нейтральним. Дiйсно, (0 + 0i)+ (a + bi) =
(0+a)+ (0+b)i = a+bi тому, що в дiйсних числах 0+a = a, 0+b = b. Аналогiчно,
(a + bi)+ (0 + 0i) = a + bi тому, що для дiйсних чисел R виконується a + 0 = a,
b + 0 = b.

3. Iснування протилежного комплексного числа. Для довiльного α ∈ C iснує (i
єдине) (−α) ∈ C таке, що α + (−α) = (−α) + α = 0 ∈ C.

α + (−α) = (−α) + α = 0 ∈ C

Доведення . (Типове саме для поля C). Розглянемо α = a + bi. Тодi (−α) =
(−a) + (−b)i. Перевiримо. Порахуємо (a + bi) + ((−a) + (−b)i) = (a + (−a))+
(b + (−b))i = 0 + 0 · i тому, що для дiйсних чисел a + (−a) = 0, b + (−b) = 0.

З iншого боку, за правилом додавання комплексних чисел (−a)+(−b)i+ (a+bi) =
0 тому, що (−a) + a = 0 i (−b) + b = 0 в R.

4. Комутативнiсть додавання. Тобто доведемо, що для α, β ∈ C виконується

α + β = β + α

Доведення . Розглянемо два числа a + bi, c + di ∈ C. Коли ми їх додамо, то, з
одного боку, маємо:

(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i.

З iншого боку, в протилежному порядку:

(c + di) + (a + bi) = (c + a) + (d + b)i.

Одержанi комплекснi числа рiвнi, тому що в R виконуються рiвностi a + c =
c + a, b + d = d + b. 2

2 Сукупнiсть цих властивостей говорить про те, що комплекснi числа утворюють комутативну
абелеву групу, але це поняття буде введене пiзнiше.
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5. Асоцiативнiсть множення. А саме, якщо α, β, γ ∈ C, тодi

(α β) γ = α (β γ)

Зауваження 2.1. Ця властивiсть вважається очевидною для R. Але чому
множення повинно вести себе так само i для C? Коли виписати формулу по-
трiйного добутку, властивiсть комутативностi перестає бути очевидною.

Доведення . (Для поля C). Нехай α = a + bi, β = c + di, γ = e + fi. Розглянемо
(αβ)γ = ((a + bi)(c + di))(e + fi) = ((ac− bd)+ (ad + bc)i)(e + fi) = ((ac− bd)e−
(ad + bc)f)+ ((ac− bd)f+ (ad + bc)e)i.

З iншого боку, α(βγ) = (a+ bi)((c+ di)(e+ fi)) = (a+ bi)((ce− df)+ (cf + de)i) =
(a(ce− df)− b(cf + de))+ (a(cf + de)− b(ce− df))i.

Порiвняємо дiйснi i уявнi частини: ace− bde− adf + bcf = ace− adf− b(cf + de));
acf − bdf+ ade + bce = acf + ade− bce − bdf . Неймовiрно, але факт: це те саме.
Отже, властивiсть доведена.

Зауваження 2.2. При порiвняннi ми користувалися такими властивостями:
1) асоцiативнiстю додавання та множення в R; 2) можливiстю розкривати
дужки (або дистрибутивнiстю); 3) комутативнiстю додавання та множення
в R.

6. Iснування одиницi або нейтрального елемента вiдносно множення. Це означає:

∃1 ∈ C, 1 6= 0, ∀α ∈ C 1 · α = α · 1
Тобто iснує елемент, який як-би не дiє. Наявнiсть такого елемента дуже важлива.

Доведення . Такий елемент iснує, це 1+0i. Дiйсно, перевiримо: (1+0i)(a+ bi) =
(1 · a− 0 · b)+ (1 · b + 0 · a)i = a + bi, тому що в R виконується: 1 · a = a, 1 · b = b,
0 · a = 0, 0 · b = 0.

Аналогiчно, (a + bi)(1 + 0i) = (a · 1− b · 0)+ (a · 0 + b · 1)i = a + bi, тому що в R
a · 1 = a, a · 0 = 0, b · 1 = b, b · 0 = 0.

7. Iснування оберненого. А саме, для довiльного комплексного числа α ∈ C, такого
що α 6= 0, iснує комплексне число α−1, таке що α · α−1 = α−1 · α = 1. Число
α−1 називається оберненим. Така властивiсть дозволяє органiзувати операцiю
дiлення.

Доведення . Випишемо явно цей елемент: (a + bi)−1 =
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i. Дове-

дення полягає в прямiй перевiрцi властивостей.

(a + bi) ( a
a2+b2

− b
a2+b2

i) = (a a
a2+b2

− b(− b
a2+b2

))+ (a(− b
a2+b2

)+ (b a
a2+b2

))i =

(a2+b2

a2+b2
+ −ab+ba

a2+b2
i) = 1 + 0i.
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Тут ми знов скористалися комутативнiстю множення в R. Крiм того, дiлення на
a2 + b2 можливе, бо α 6= 0. Аналогiчно,

( a
a2+b2

− b
a2+b2

i) (a + bi) = ( a
a2+b2

a− (− b
a2+b2

b))+ ( a
a2+b2

b+ (− b
a2+b2

)a)i = 1 + 0 · i.

8. Комутативнiсть множення. Доведемо, що для α, β ∈ C виконується рiвнiсть

αβ = βα

Доведення . Маємо: αβ = (a + bi)(c + di) = (ac− bd)+ (ad + bc)i.

Перемножимо спiвмножники в протилежному порядку: βα = (c + di)(a + bi) =
(ca− db)+ (cb + da)i.

Одержанi вирази рiвнi, це випливає з комутативностi множення та додавання в
R.

9. Дистрибутивнiсть або розподiльний закон (бiлiнiйнiсть). Для довiльних α, β,
γ ∈ C справедливi такi властивостi:

α(β + γ) = αβ + αγ
(α + β)γ = αγ + βγ

Доведення .

Нехай α = a + bi, β = c + di, γ = e + fi. Розглянемо
(a + bi)((c + di) + (e + fi)) = (a + bi)((c + e) + (d + f)i) = (a(c + e) − b(d + f))+
(a(d + f) + b(c + e))i = (ac + ae− bd− bf)+ (ad + af + bc + be)i.

З iншого боку, (a+bi)(c+di)+(a+bi)(e+fi) = ((ac−bd)+ (ad+bc)i)+ ((ae−bf)+
(af + be)i) = (ac− bd + ae− bf)+ (ad + bc + af + be)i.

З рiвностi одержаних виразiв випливає справедливiсть першого твердження. Ми
скористалися тим, що в R дистрибутивний закон виконується. Друге твердження
доводиться аналогiчно.

Завдання 2.1. Довести друге твердження дистрибутивностi. Воно випливає
з першого твердження та властивостi комутативностi, оскiльки

(α + β)γ
(ком)
= γ(α + β)

(I)
= γα + γβ

(ком)
= αγ + βγ.

Кiнець теореми-означення.
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2.4 Означення поля

Означення 2.1. Нехай K - деяка множина, на якiй визначено двi операцiї:{
” + ” : K×K → K

(α, β) 7→ α + β
(додавання) i

{
” · ” : K×K → K

(α, β) 7→ αβ
(множення)

i виконуються наступнi властивостi (“аксiоми поля”):

1. асоцiативнiсть додавання:

∀α, β, γ ∈ K (α + β) + γ = α + (β + γ);

2. iснування нуля (нейтрального елемента вiдносно додавання):

∃ 0 ∈ K ∀α ∈ K 0 + α = α + 0 = α;

3. iснування протилежного елемента:

∀α ∈ K ∃(−α) ∈ K α + (−α) = (−α) + α = 0;

4. комутативнiсть додавання:

∀α, β ∈ K α + β = β + α;

5. асоцiативнiсть множення:

∀α, β, γ ∈ K (αβ)γ = α(βγ);

6. iснування одиницi (нейтрального елемента вiдносно множення):

∃ 1 ∈ K, 1 6= 0, ∀α ∈ K 1 · α = α · 1 = α;

7. iснування оберненого елемента:

∀α ∈ K, α 6= 0, ∃α−1 ∈ K α · α−1 = α−1 · α = 1;

8. комутативнiсть множення:

∀α, β ∈ K αβ = βα;

9. дистрибутивнiсть (бiлiнiйнiсть):

∀α, β, γ ∈ K α(β + γ) = αβ + αγ, (α + β)γ = αγ + βγ.

У цьому випадку говорять, що K - це поле.
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Теорема-означення 2.2 (переформулювання). Множина C = {a + bi | a, b ∈ R} з
операцiями ” + ” та ” · ”, визначеними за правилами

• (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i,

• (a + bi) · (c + di) = (ac− bd) + (ad + bc)i,

утворює поле.

Приклад 2.1. Приклади полiв, вiдомих зi шкiльного курсу.

• K = Q - поле рацiональних чисел.

• K = R - поле дiйсних чисел.

Означення 2.2. Нехай K - це поле, L ⊂ K - пiдмножина з такими властивостями:

• 0, 1 ∈ L;
• α, β ∈ L =⇒ α + β, α · β ∈ L;
• α ∈ L =⇒ (−α) ∈ L;
• α ∈ L =⇒ α−1 ∈ L.

В цьому випадку вiдносно тих самих операцiй ”+” та ”·” множина L знову утворює
поле. Говоримо, що L є пiдполе в K.

Приклад 2.2. • Q ⊂ R - пiдполе.

• Поле R можна розглядати як пiдполе поля комплексних чисел C. Iснує вiд-
ображення вкладення s : R−→C таке, що дiйсному числу a ∈ R вiдповiдає
комплексне s(a) = a + 0 · i, причому наступнi властивостi виконуються:

s(a + b) = s(a) + s(b);

s(ab) = s(a)s(b);

s(1) = 1, тобто 1R
s
= 1C.

Твердження 2.1. В полi K iснує єдиний нульовий елемент.

Доведення . 0 ∈ K. Припустимо, ∃0′ ∈ K, який також є нейтральним елементом,
тобто ∀α ∈ K 0′+α = α+0′ = α. Тодi 0+0′ = 0′, оскiльки 0 - нейтральний i 0+0′ = 0,
оскiльки 0′ - нейтральний. З рiвностi лiвих частин випливає, що 0 = 0′.

Завдання 2.2. • Довести єдинiсть протилежного елемента в полi K, тобто
що ∀α ∈ K ∃!(−α).

• Довести єдинiсть одиницi та єдинiсть оберненого.

• Довести, користуючись означенням поля, що ∀α ∈ K виконується α · 0 =
0 · α = 0.
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2.5 Операцiя вiднiмання

Зауваження 2.3. З аксiом поля можна вивести практично всi звичайнi влаcтиво-
стi арифметичних дiй. Зокрема, з iснування нуля, одиницi, протилежного та обер-
неного елементiв випливає можливiсть означити i “оберненi операцiї” – вiднiман-
ня та дiлення. Крiм того, з аксiом комутативностi та асоцiативностi випливає
можливiсть у довiльних сумах i добутках переставляти доданки або множники i
розмiщувати дужки в будь-який спосiб. З аксiоми дистрибутивностi випливають
звичнi правила “розкриття дужок”.

Означення 2.3. Говоримо, що x = a−b для деяких a, b ∈ K тодi i тiльки тодi, коли
x задовольняє рiвностi x + b = a. Оскiльки x + b = a ≡ (x + b) + (−b) = a + (−b) ≡
x + 0 = a + (−b) ≡ x = a + (−b), то має мiсце таке означення дiї вiднiмання в полi
K:

a− b
def
= a + (−b).

Означення 2.4. Кажуть, що для елементiв a, b ∈ K, b 6= 0, визначена операцiя
дiлення a на b (або дрiб

a

b
), якщо ∃x ∈ K такий, що x · b = a. Знайдемо формулу

для x: x · b = a ≡ (x · b) · b−1 = ab−1 ≡ (xb) · b−1 = x(b · b−1) = x · 1 = x =⇒ x = ab−1.
Отже,

a

b

def
= a · b−1.

Приклад 2.3. Рацiональнi функцiї над полем K - це множина

K(x) =

{
f(x)

g(x)
| f, g − полiноми вiд x з коефiцiєнтами в полi K, g(x) 6= 0

}
.

Дроби в R(x) можна скорочувати. Приклад, 1 =
x2

x2
=

x3 + 7x

x3 + 7x
.

Приклад 2.4. • Розглянемо таке поле K, яке складається з дiйсних чисел ви-
гляду a+ b

√
2 з рацiональними a i b, тобто K = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}. Тодi K ⊂ R

- пiдполе вiдносно операцiй + та ×.
Завдання 2.3. • Перевiрити, що обернений елемент в попередньому прикладi

також належить K, тобто K - поле.

• Довести, що множина дiйсних чисел {a+b 3
√

5+c 3
√

25 | a, b, c ∈ Q} також утво-
рює поле.
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2.6 Операцiя комплексного спряження

Комплексне спряження σ (або ) - це вiдображення C−→C, задане за правилом: a+bi
7→ a− bi, або для z ∈ C Re (z̄) = Re (z), Im (z̄) = −Im (z).

Властивостi комплексного спряження

1. Лiнiйнiсть вiдносно додавання: σ(x + y) = σ(x)+ σ(y), x, y ∈ C.
Дiйсно, якщо x = a + bi, y = c + di, то σ(x + y) = σ((a + bi) + (c + di)) =
σ((a + c) + (b + d)i) = ((a + c)− (b + d)i) = (a− bi) + (c− di) = σ(x) + σ(y).

2. Лiнiйнiсть вiдносно множення: σ(xy) = σ(x) · σ(y), x, y ∈ C.
За означенням, σ(xy) = σ((ac− bd) + (ad + bc)i) = (ac− bd)− (ad + bc)i.

З iншого боку, σ(x) · σ((y) = (a− bi) (c− di) = (ac− bd)− (ad + bc)i = σ(xy).

3. Дiя на нейтральнi елементи: σ(0) = 0, σ(1) = 1.

4. Iнволютивнiсть (або кажуть, що σ є iнволюцiя). Це означає, що σ(σ(x)) = x.
Це так, оскiльки σ(σ(x)) = σ(a− bi) = a + bi для будь-якого x = a + bi ∈ C.
Ця властивiсть мовою теорiї множин означає, що в результатi суперпозицiї вiд-
ображень C σ→ C σ→ C кожен елемент переходить в себе, тобто x 7→ σ(x) 7→
σ(σ(x)) = x. Отже, σ · σ = 1C або σ2 = 1C. Iнодi можна зустрiти запис: ¯̄x = x.

5. Розглянемо поле R як пiдполе в C вiдносно введеного ранiше вiдображення
"вкладення":

s :

{
R → C
a 7→ a + 0 · i ∀a ∈ R.

При цьому операцiї зберiгаються.

Комплекснi числа вигляду a + 0 · i називають чисто дiйсними, а вигляду 0 + bi
- чисто уявними. Отже, s(R) - це множина чисто дiйсних комплексних чисел, а
i · s(R) - множина чисто уявних комплексних чисел.

Лемма 2.1. Припустимо, x ∈ C. Тодi
• σ(x) = x ≡ x - чисто дiйсне;
• σ(x) = −x ≡ x - чисто уявне.

Твердження очевидне.

6. Модуль комплексного числа. Для будь-якого комплексного числа z = a + bi ве-
личина z · z̄ = (a + bi)(a − bi) = a2 + b2 є дiйсним числом. Число |z| =

√
a2 + b2

називається модулем z. Формула

z · z̄ = |z|2

виражає зв’язок мiж поняттями спряження комплексного числа та його модулем.
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7. Дiлення комплексних чисел x = a + bi та y = c + di здiйснюється за правилом:

x

y
=

x · ȳ
|y|2 =

(a + bi)(c− di)

(c + di)(c− di)
=

(ac + bd)

c2 + d2
+

(bc + ad)

c2 + d2
i.

Зауважимо, що при цьому в знаменнику утворюється дiйсне число |y| = c2 + d2.

Зокрема, для оберненого числа маємо

1

x
=

x̄

|x|2 =
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i.

Лемма 2.2. Припустимо, що f(x) = a0x
n+ a1x

n−1 + . . . + an ∈ R[x] - полiном з
дiйсними коефiцiєнтами, тобто такий, що ai ∈ R, i = 0, 1, . . . , n. Якщо z ∈ C є
коренем f(x), тобто f(z) = a0z

n+ a1z
n−1 + . . . + an = 0 в полi C, то f(z̄) = 0, тобто

z̄ теж є коренем рiвняння f(x) = 0.

Доведення . Запишемо полiном у виглядi: f(x) =
n∑

k=0

akx
n−k. Тодi f(z̄) =

n∑

k=0

akz̄
n−k =

n∑

k=0

ak(zn−k)
ak∈R=

n∑

k=0

(ak) (zn−k) =
n∑

k=0

(akzn−k) = (
n∑

k=0

akz
n−k) = f(z) = 0̄ = 0. (Ми ско-

ристалися тим, що ak = āk, оскiльки ak ∈ R, а також лiнiйнiстю функцiї спряження
вiдносно множення).

Задача 2.1. Чому це доведення не годиться для довiльних коефiцiєнтiв?

2.7 Тригонометрична форма комплексного числа

Множина комплексних чисел C = {x + yi |x, y ∈ R} - має доступну для сприйняття
геометричну форму. Пари дiйсних чисел (x, y) утворюють декартову площину
R2 = R × R = {(x, y) |x, y ∈ R} (нагадаємо, що декартовою площиною називають
площину разом з фiксованою системою координат).

Означення 2.5. Геометричним зображенням комплексного числа z = x + yi ∈ C
називається точка декартової площини, яку в такому разi звичайно звуть ком-
плексною площиною, (x, y) ∈ R2 i вiдповiдний цiй точцi радiус-вектор. При цьому
дiйсним числам вiдповiдають точки осi абсцис, яку звуть також дiйсною вiссю.
Точкам осi ординат вiдповiдають комплекснi числа вигляду bi , де b ∈ R . Їх звуть
чисто уявними i, вiдповiдно, вiсь ординат звуть також уявною вiссю.

Зауваження 2.4. Додавання комплексних чисел в геометричнiй формi збiгається
з додаванням вiдповiдних радiусiв-векторiв. Далi ми покажемо, що множення допу-
скає таку само просту геометричну iнтерпретацiю.
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2.8 Полярнi координати

В стандартнiй декартовiй системi координат, яка задається двома взаємно перпенди-
кулярними прямими - координатними осями, кожна точка визначається двома коор-
динатами.

Фiксуємо на площинi точку O - полюс i вiсь l з початком у цьому полюсi. Тодi
кожнiй точцi A, яка не дорiвнює полюсу, ставиться у вiдповiднiсть пара (rA, ϕA), де
rA = (OA) - довжина вiдрiзка, а ϕA - це кут вiд осi до радiус-вектора OA, взятий
проти годинникової стрiлки i вимiряний в радiанах з точнiстю до 2π.

Пояснення. Говорячи про кут, мають на увазi клас еквiвалентностi ΦA = {ϕ +
2kπ | k ∈ Z}, але для уникнення складнощiв запису пишуть полярнi координати у
виглядi пари чисел (r, ϕ), де r > 0, ϕ ∈ R. Такий запис означає, що ми маємо клас
еквiвалентностi {(r, ϕ + 2kπ) | k ∈ Z}.

Можна розглядати полярнi координати полюса, тобто коли r = 0, але в цьому
випадку кут ϕ невизначений.

Нехай z = a + bi - комплексне число, де x, y - декартовi координати. Полярнi
координати знаходяться з такої системи рiвнянь:





r2 = a2 + b2;
cos(ϕ) = a√

a2+b2
;

sin(ϕ) = b√
a2+b2

.
(3)

З наведених умов r знаходиться однозначно, а кут ϕ з точнiстю до 2π. При цьому
r = |z| =

√
a2 + b2 називається модулем, а множина {ϕ + 2kπ | k ∈ Z} - аргументом

комплексного числа z.
Навпаки, зворотний перехiд, коли заданi r > 0 i {ϕ + 2kπ | k ∈ Z} (або, кажуть,

просто ϕ), тодi координати x, y визначаються з тих же рiвнянь. Маємо
{

x = r cos(ϕ),
y = r sin(ϕ).

(4)

Тригонометрична форма комплексного числа z = x + yi, z 6= 0, - це його запис у
виглядi z = r(cos ϕ + i sin ϕ), де r i ϕ знаходяться з рiвнянь (3) або (4).

Зауваження 2.5. 1. В тригонометричнiй формi пiд знаками sin та cos записує-
ться один i той же кут i не пишеться 2kπ, k ∈ Z. Тому тригонометричнi форми
r(cos ϕ + i sin ϕ) i r1(cos(ϕ1) + i sin(ϕ1)) визначають одне i те саме комплексне число,
якщо r = r1 i ϕ = ϕ1 + 2kπ для деякого k ∈ Z.
2. Знання значення однiєї тригонометричної функцiї (косинуса чи синуса) недоста-
тньо для визначення кута.
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2.9 Операцiї над комплексними числами, заданими у тригоно-
метричнiй формi

1. Множення комплексних чисел. Тригонометрична форма комплексного числа
має ту властивiсть, що вона спрощує множення. А саме, перемножимо два ком-
плексних числа z1 = r1(cos ϕ1+ i sin ϕ1), z2 = r2(cos ϕ2+ i sin ϕ2), записанi у триго-
нометричнiй формi. Тодi z1z2 = r1r2((cos ϕ1 cos ϕ2−sin ϕ1 sin ϕ2)+ i(cos ϕ1 sin ϕ2+
sin ϕ1 cos ϕ2)). Звiдси, скориставшись вiдомими тригонометричними формулами
додавання, одержимо:

z1z1 = r1r2(cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)).

Одержаний добуток знову має тригонометричну форму. Маємо такi рiвностi:

|z1 · z2| = |z1| · |z2|;
arg(z1 · z2) = arg(z1) + arg(z2),

з яких випливає правило множення чисел в тригонометричнiй формi:

щоб перемножити два числа, кожне з яких записане в тригонометри-

чнiй формi, треба їх модулi перемножити, а аргументи додати.

Зауваження 2.6. В другiй рiвностi додаються усi можливi значення аргумен-
ту.

Множення на комплексне число z = r(cos ϕ + i sin ϕ) ∈ C є вiдображенням

mz :

{
C → C
z′ 7→ z · z′ ∀z′ ∈ C.

Геометрично mz є суперпозицiєю гомотетiї iз коефiцiєнтом r (тобто розтягува-
ння в r разiв), та повороту на кут ϕ (обидва перетворення вiдносно початку
координат).

2. Обернене комплексне число. Якщо z = r(cos ϕ + i sin ϕ), то

z−1 = r−1(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)).

Число z−1 визначено однозначно. Перевiримо, що для наведеного виразу ви-
конуються рiвностi: z · z−1 = z−1 · z = 1. Дiйсно, z · z−1 = r(cos ϕ + i sin ϕ)·
r−1(cos(−ϕ) + i sin(−ϕ)) = 1(cos 0 + i sin 0) = 1.

3. Дiлення чисел z1 та z2 6= 0 у тригонометричнiй формi здiйснюється за формулою:

z1

z2

=
r1(cos ϕ1 + i sin ϕ1)

r2(cos ϕ2 + i sin ϕ2)
=

r1

r2

(cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)).
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4. Як наслiдок з формули множення комплексних чисел випливає така формула
пiднесення до степеня у тригонометричнiй формi:

(r(cos ϕ + i sin ϕ))n = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)).

Коли r = 1, ця формула називається формулою Муавра:

(cos ϕ + i sin ϕ)n = cos nϕ + i sin nϕ.

З її допомогою можна знайти формули для cos nϕ, sin nϕ через cos ϕ, sin ϕ.

Коренi з комплексного числа

Нехай z = r(cos ϕ+i sin ϕ). Розглянемо рiвняння tn = z, де t - невiдоме. Така задача
називається задачею добування кореня n−того степеня. Запишемо t у виглядi =
ρ(cos ψ + i sin ψ) з невiдомими ρ, ψ. Тодi рiвняння перепишеться у виглядi: ρn(cos nψ +
i sin nψ) = r(cos ϕ + i sin ϕ). Звiдси одержимо, що ρn = r i nψ − ϕ = 2πk, k ∈ Z. Отже

маємо, що ρ = n
√

r - в дiйсних додатних числах, а ψ =
ϕ

n
+

2πk

n
, k ∈ Z.

Ми одержали для ψ нескiнченно багато значень. Але це не означає, що iснує не-
скiнченно багато кутiв. Знайдемо, скiльки є з наведених кутiв рiзних з точнiстю до
2π. Для цього розглянемо кути ψk = ϕ

n
+ 2πk

n
, k ∈ Z. Маємо: ψk − ψk+n = (ϕ

n
+ 2π k

n
)−

(ϕ
n

+2π k+n
n

) = −2πn
n

= −2π. Отже, коли k збiльшується на n, то ψk змiнюється на −2π.
Таким чином, достатньо розглянути лише такi значення:

ψk =
ϕ

n
+

2πk

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Всi iншi значення k будуть приводити до кутiв, якi вiдрiзняються вiд записаних на
цiле кратне 2π.

Ми показали, що рiвняння tn = z = r(cos ϕ + i sin ϕ) має n розв’язкiв:

tk = n
√

r

(
cos

(
ϕ

n
+

2πk

n

)
+ i sin

(
ϕ

n
+

2πk

n

))
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

2.10 Коренi з одиницi

Розглянемо рiвняння zn = 1. Позначимо через Cn = {z ∈ C | zn = 1} множину розв’яз-
кiв цього рiвняння. Маємо n рiзних розв’язкiв:

ξk = cos

(
2πk

n

)
+ i sin

(
2πk

n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Отже |Cn| = n i Cn = {ξ0, . . . , ξn−1}. Числа ξk називаються коренями з 1 степеня n.
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Властивостi коренiв з 1.
Маємо Cn = {ξ0, . . . , ξn−1}.
1. Добуток двох коренiв з 1 степеня n є корiнь з 1 степеня n, тобто виконується

така умова:
ξ, ξ′ ∈ Cn =⇒ ξ · ξ′ ∈ Cn.

Дiйсно, (ξ · ξ′)n = ξn · ξ′n.

2. Обернений до кореня з 1 степеня n також є коренем з 1 степеня n, або

ξ ∈ Cn =⇒ ξ−1 ∈ Cn.

Доведення випливає з такої рiвностi: (1
ξ
)n = 1

ξn = 1.

3. Одиниця є коренем з 1 степеня n, тобто 1 ∈ Cn для довiльного n. 3

Зауваження 2.7. Оскiльки геометрично mz є суперпозицiя гомотетiї iз коефiцiєн-
том r (тобто розтягування в r разiв), та повороту на кут ϕ (обидва перетворення
вiдносно початку координат), то ξk утворюють вершини правильного n−кутника з
центром в початку координат, одна з вершин якого є 1.

Первiснi коренi з одиницi
Корiнь з одиницi ξ ∈ Cn називається первiсним, якщо ξn = 1, але ξk 6= 1 для

довiльного 1 6 k < n.
Властивостi.

1. Первiсний корiнь iснує, а саме ξ1 = cos

(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
- первiсний. Очеви-

дно, ξk
1 = ξk для будь-якого k = 0, 1, . . . , n− 1 i якщо ξk

1 = 1, то k = n.

2. Якщо ξ - первiсний корiнь, то Cn = {1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1}.
Доведення . З одного боку, {1, ξ, ξ2, . . . , ξn−1} ⊂ Cn тому, що добуток коренiв з
1 є коренем.

З iншого боку, всi елементи множини {1 = ξ0, ξ, ξ2, . . . , ξn−1} рiзнi, тобто кiль-
кiсть елементiв в цiй множинi дорiвнює n. Дiйсно, припустимо, ξi = ξj для
деяких 0 6 i 6= j 6 n − 1. Звiдси випливає, що ξj−i = 1. Оскiльки при цьому
j− i < n, то це є протирiччя з тим, що корiнь ξ - первiсний. Отже, n−елементна
множина {1 = ξ0, ξ, ξ2, . . . , ξn−1} є пiдмножиною n−елементної множини Cn, звiд-
ки випливає рiвнiсть.

Означення 2.6. Через Pn ⊂ Cn позначимо множину всiх первiсних коренiв з 1
степеня n. Функцiя Ейлера ϕ(n) = |Pn| визначається як кiлькiсть первiсних коренiв
з 1 степеня n.

3Властивостi 1, 2, 3 означають, що Cn є групою.
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Зауваження 2.8. 1 6 ϕ(n) < n для n > 1 (тому, що ξ1 - завжди первiсний).
Визначимо деякi значення ϕ: ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(3) = 2, ϕ(4) = 2, ϕ(5) = 4.

Позначення. d |n ⇐⇒ d є дiльником n або ж ∃q ∈ Z n = dq. Якщо m,n ∈ Z, то
через d = (m, n) позначається їх найбiльший цiлий додатнiй дiльник.

Лемма 2.3. Припустимо, ξ ∈ Cn i d > 0 - мiнiмальне цiле, таке що ξd = 1. Тодi d
є дiльником n.

Доведення . Ясно, що d 6 n (ξn = 1 =⇒ n > d). Ми можемо завжди роздiлити n
на d iз залишком, тобто представити n = dq + r, де 0 6 r < d. Тодi 1 = ξn = ξdq+r =
ξdq · ξr = (ξd)q · ξr = 1q · ξr = ξr =⇒ ξr = 1, але r < d. Це суперечить тому, що d -
мiнiмальне цiле > 0 таке, що ξd = 1. Отже, r = 0, тодi n = dq, звiдки випливає, що
d |n.

Доведену лему можна переформулювати таким чином:

ξ ∈ Cn, ξ ∈ Pd =⇒ d |n.

Лемма 2.4. Якщо ξ ∈ Pn i ξN = 1, то n|N .

Доведення леми аналогiчне доведенню попередньої леми.

Наслiдок 2.1. Припустимо, що m i n взаємно простi. Тодi Cm ∩Cn = {1}.
Доведення . Розглянемо ξ ∈ Cm ∩ Cn. Нехай ξ є первiсним степеня d. Звiдси

випливає, що d|m i d|n. Отже d - спiльний дiльник m i n =⇒ d = 1 i ξ = 1.

Лемма 2.5. Корiнь ξk = cos

(
2πk

n

)
+ i sin

(
2πk

n

)
∈ Cn буде первiсним (тобто

ξ ∈ Pn) тодi i тiльки тодi, коли цiлi k i n взаємно простi, тобто (k, n) = 1.

Доведення . Очевидно, ξk є первiсним деякого степеня d, при цьому, як було дове-
дено, d|n. Доведемо, що d = n ≡ (k, n) = 1.

=⇒ Нагадаємо, що ξk = ξk
1 , де ξ1 = cos(2π

n
)+ i sin(2π

n
) - первiсний. Припустимо,

що k, n мають спiльний дiльник t, тобто k = tk1, n = tn1 i t > 1. Тодi n1 < n, отже
(ξk)

n1 = (ξk
1 )n1 = ξkn1

1 = ξk1tn1
1 = ξk1n

1 = (ξn
1 )k1 = 1. Оскiльки n1 < n, то звiдси випливає,

що ξk не є первiсним степеня n.
⇐= Навпаки, припустимо, що (k, n) = 1 i що (ξk)

t = 1. Тодi ξkt
1 = ((ξ1)

k)t =

(ξk)
t = 1. Але ξ1 ∈ Pn. Застосуємо попередню лему. ξkt

1 = 1 =⇒ n|kt
(n,k)=1
=⇒ n|t =⇒

t > n. Отже, якщо t - мiнiмальне, при якому ξt
k = 1, то t = n.

За доведеною лемою, |Pn| = ϕ(n), де ϕ - функцiя Ейлера. Отже,

ϕ(n) = {k ∈ Z | 0 6 k < n, (k, n) = 1}.

Приклад 2.5. P10 = {ξ1, ξ3, ξ7, ξ9}.
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Доведемо деякi простi властивостi функцiї Ейлера.

Лемма 2.6. Якщо p - просте цiле, то ϕ(pn) = pn

(
1− 1

p

)
.

Доведення . Дiйсно, ϕ(pn) = pn− {k ∈ Z | 0 6 k < pn, p|k} = pn− pn

p
= pn(1 − 1

p
).

Лемма 2.7. Якщо (m,n) = 1, то ϕ(mn) = ϕ(m)·ϕ(n) (мультиплiкативнiсть функцiї
ϕ).

Доведення . Розглянемо вiдображення
{

p : Cm ×Cn −→ Cmn

(x, y) 7→ x · y, x ∈ Cm, y ∈ Cn.

Чому x, y ∈ Cmn? (xy)mn = xmn · ymn = (xm)n(yn)m = 1n1m = 1. Доведемо, що
вiдображення p iн’єктивне. Припустимо, що p(x1, y1) = p(x2, y2). Це еквiвалентно
x−1

2 ·x1 ·y1 = y2 ≡ x−1
2 ·x1 = y2 ·y−1

1 . Тодi x−1
2 ·x1 ∈ Cm, y2 ·y−1

1 ∈ Cn (ми використовували
властивостi коренiв).

Позначимо x = x−1
2 · x1 ∈ Cm, y = y2 · y−1

1 ∈ Cn. Як показано вище, x = y, але ми
довели, що коли (m,n) = 1, то звiдси випливає, що Cm ∩Cn = {1}, а отже, оскiльки
x = y ∈ Cm ∩Cn, то x = y = 1, або ж x−1

2 x1 = 1, y2y
−1
1 = 1, звiдки одержуємо x1 = x2,

y2 = y1. Ми довели, що (x1, y1) = (x2, y2), а це означає, що p iн’єктивне.
Щоб довести, що p також i сюр’єктивне, достатньо пiдрахувати кiлькiсть елементiв

в множинi Cm×Cn. Маємо |Cm×Cn| = |Cm| · |Cn| = mn = Cmn. Отже, вiдображення
p є бiєкцiя.

Це твердження можна сформулювати так:
Кожен корiнь степеня mn однозначно розкладається в добуток кореня степеня m

i кореня степеня n (при умовi, що (m,n) = 1).
Стверджуємо, що p(Pm × Pn) = Pmn.
Доведення. Припустимо, що в парi (x, y) ∈ Cm ×Cn корiнь x не первiсний, тобто

x 6∈ Pm. Це означає, що iснує таке d < m, що xd = 1. Розглянемо число dn < mn. Тодi
(xy)dn = (xd)n · (yn)d = 1 · 1 = 1. Звiдси випливає, що p(x, y) = xy 6∈ Pmn, отже добуток
xy також не первiсний.

Припустимо тепер, що обидва коренi x та y первiснi, тобто (x, y) ∈ Pm × Pn. Ви-
беремо мiнiмальне додатне N ∈ Z таке, що (xy)N = 1. Тодi xNyN = 1 =⇒ xN = y−N .
Але xN ∈ Cm, y−N ∈ Cn. Звiдси xN = y−N ∈ Cm ∩Cn = {1} =⇒ xN = 1 ∧ yN = 1
=⇒ x ∈ Pm ∧ y ∈ Pn =⇒ m|N ∧ n|N . А оскiльки (m,n) = 1, то одержимо mn|N i
отже N = mn. Таким чином, xy ∈ Pmn, отже добуток первiсних також є первiсним.

Отже, p : Pm×Pn −→ Pmn - бiєкцiя. Наслiдок: |Pm×Pn| = Pmn. Але |Pm×Pn| =
|Pm| · |Pn| = |Pmn|. За означенням, це еквiвалентно формулi добутку: ϕ(m) · ϕ(n) =
ϕ(mn). Лему доведено.
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Наслiдок 2.2. Нехай n = pk1
1 · pk2

2 · · · pkt
k є розклад n > 0 в добуток простих. Тодi

ϕ(n) = pk1
1 · pk2

2 · ·pkt
k

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pt

)
,

або перепишемо цю формулу еквiвалентним способом:
ϕ(n) = n(1− 1

p1
)(1− 1

p2
) · · · (1− 1

pt
) = pk1−1

1 · pk2−1
2 · · · pkt−1

k (p1− 1) · (p2− 1) · · · (pt− 1).

Доведення . ϕ(n) = ϕ(pk1
1 · pk2

2 · · · pkt
k )

лема 3
= ϕ(pk1

1 )ϕ(pk2
2 ) · · · ϕ(pkt

k ) = pk1
1 (1 − 1

p1
) ·

pk2
2 (1− 1

p2
) · · · pkt

k (1− 1
pk

).

Лемма 2.8 (Формула суми). Нехай n > 0 - цiле. Тодi

n =
∑

d>0, d |n
ϕ(d).

Доведення . Розглянемо Cn. Кожен корiнь ξ ∈ Cn є первiсним, тобто ξ ∈ Pd i d|n.
Навпаки, якщо ξ ∈ Pd, d |n, то ξ ∈ Cn. Звiдси Cn =

∐

d>0, d |n
Pd (такий запис означає

об’єднання множин, якi не перетинаються). Тому |Cn| = або n =
∑

d>0, d |n
ϕ(d). Отже,

ми довели формулу суми.

3 Системи лiнiйних рiвнянь
Iнформацiя про розв’язки лiнiйних рiвнянь мiстить в собi основи всiєї подальшої ма-
тематики, носить генетичний характер, як арифметика мiстить основи банкiвської
справи.

3.1 Лiнiйнi рiвняння

Фiксуємо деяке поле K.

Означення 3.1. Лiнiйним рiвнянням вiдносно невiдомих x1, x2, . . . , xn над полем K
називається рiвняння вигляду

a1x1 + a2x2 + . . . + anxn = b,

де a1, a2, . . . , an, b ∈ K - коефiцiєнти, а x1, x2, . . . , xn - деякi символи, якi умовно на-
зиваються невiдомими. Це рiвняння вiд n невiдомих.
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Домовленiсть 1. При запису рiвнянь ми дотримуємося стандартної угоди, у вiд-
повiдностi з якою
1) якщо коефiцiєнт при невiдомому дорiвнює одиницi, то вiн, як правило, не пише-
ться: замiсть 1xi ми пишемо просто xi;
2) якщо коефiцiєнт при невiдомому вiд’ємний, тобто ai = a, то вiдповiдний член
записується так: +(−a) · xi = −axi;
3) якщо коефiцiєнт при невiдомому дорiвнює нулю, то iнколи вiдповiдний доданок
0 · xi у запису пропускається.

3.2 Системи лiнiйних рiвнянь

Система m лiнiйних рiвнянь вiд n невiдомих над полем K - це сукупнiсть m рiвнянь
вiд n невiдомих, яка записується у виглядi:

(∗)





a11x1 + a12x2 + . . . +a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . +a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2+ . . . +amnxn = bm

або, коротко, у виглядi

(∗∗)
{

n∑
j=1

aijxj = bi, i = 1, . . . , m.

Означення 3.2. Розв’язком системи лiнiйних рiвнянь (∗) (або (∗∗)) називається
вектор (тобто елемент декартового добутку Kn = K× . . .×K (n разiв), записаний
в стовпчик 



l1
l2
...

ln




де l1, l2, . . . , ln ∈ K, такий, що пiсля пiдстановки в систему замiсть всiх xi вiдпо-
вiдних числових значень li, i = 1, . . . , n всi рiвняння системи (∗) перетворюються
на правильнi числовi рiвностi в полi K, тобто





a11l1 + a12 l2+ . . . +a1nln = b1

a21l1 + a22 l2+ . . . +a2nln = b2

. . . . . . . . . . . .
am1l1 + am2 l2+ . . . +amnln = bm

(5)

Домовленiсть 2. В чому рiзниця мiж записами (∗) та (5)? Запис (∗) - формальний,
вiн нi до чого нас не зобов’язує, питання, чи вiрно (∗), чи нi, не виникає. А запис (5)
означає операцiї в полi K.
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Означення 3.3. Двi системи, якi залежать вiд однакової кiлькостi невiдомих, на-
зиваються рiвносильними, якщо кожен розв’язок першої системи є розв’язком другої
системи та навпаки.

Означення 3.4. Позначимо через LS ⊂ K множину всiх розв’язкiв системи (∗).
Якщо LS 6= ∅, то система (∗) називається сумiсною. Якщо LS = ∅, то система (∗)
- несумiсна. Коли |LS| = 1, система (∗) називається визначеною.

Приклад 3.1. Дослiдимо цi поняття у випадку n = 1, m = 1. Маємо одне рiвняння
з одним невiдомим. {

a11x1 = b1 , a11, b1 ∈ K.

1. Припустимо, що a11 6= 0. Домножимо тодi рiвняння на a−1
11 , одержимо, що

x1 = a−1
11 b1. Це, очевидно, єдиний розв’язок системи. В цьому випадку |LS| = 1,

система визначена.

2. a11 = 0. Маємо два пiдвипадки:

(a) b1 6= 0, тодi 0 · x1 = b1 6= 0, LS = ∅, система (∗) несумiсна.

(b) b1 = 0. В цьому випадку довiльне значення x1 буде розв’язком, LS = K1 =
K, система (∗) сумiсна i має нескiнченно багато розв’язкiв.

3.3 Координатний числовий векторний простiр

Корисно буде дослiдити множину Kn.

Означення 3.5. Нехай K - деяке поле. Множина Kn разом з операцiями:

1) додавання (+), а саме




a1

a2
...

an


 +




b1

b2
...
bn


 =




a1 + b1

a2 + b2
...

an + bn




та 2) множення на елементи поля K (їх ще називають скалярами) вигляду

λ




a1

a2
...

an


 =




λa1

λa2
...

λan




називається координатним (числовим) векторним простором над полем K. Число n

називається розмiрнiстю простору Kn. Елемент векторного простору a =




a1

a2
...

an




називають вектором (-стовпчиком) над полем K. Елемент ai вектора a називають

31



i-тою координатою вектора a. При цьому кажуть, що операцiї виконуються поко-
ординатно.

Iнколи елементи з Kn записують в рядок (a1, a2, . . . , an) ∈ Kn. В цьому випадку
говорять про вектори-рядки над полем K.

Приклад 3.2. Якщо K = R - поле дiйсних чисел, то над ним розглядаються в
шкiльному курсi математики числовi векторнi простори:

• R1 = R - пряма;

• R2 = R× R - площина;

• R3 = R× R× R - тривимiрний простiр.

Домовленiсть 3. З системою (∗) пов’язують стовпчик невiдомих

x =




x1

x2
...

xn


 ∈ Kn, стовпчик правих частин b =




b1

b2
...

bm


 ∈ Km та матрицю систе-

ми.

Означення 3.6. Нехай m,n > 1 - пара цiлих чисел. Матрицею A розмiру (m×n) (або
(m×n)-матрицею) над полем K називається набiр mn елементiв поля K, записаний
у виглядi прямокутної таблицi з m рядками та n стовпчиками:

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


 , де aij ∈ K, 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n. (6)

Числа aij називаються елементами матрицi.

У випадку m = n матриця називається квадратною.
Вказану вище матрицю X iнколи записують у виглядi

A = (aij), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n або A = (aij){16i6m,
16j6n

}

Цей запис цiлком еквiвалентний попередньому.

Домовленiсть 4. У запису елемента aij матрицi A перший iндекс i вказує номер
рядка, а другий iндекс j вказує номер стовпчика, в якому знаходиться цей елемент.
У цьому випадку про aij говорять, що

- вiн є ij− тим елементом матрицi A;
- вiн знаходиться на ij− тому мiсцi;
- вiн знаходиться на мiсцi з номером ij;
- вiн є елемент з iндексом ij.
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Матрицю A можна розглядати, як складену з n векторiв-стовпчикiв висоти m:

A =
(

a1 | a2 | . . . | an

)

де aj =




a1j

a2j
...

amj


 - j−тий стовпчик матрицi A, j = 1, . . . , n. Вертикальнi риски у

вказаному запису матрицi A вiддiляють стовпчики один вiд одного.
Аналогiчно, матрицю A = (aij), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n, можна розглядати, як

складену з m векторiв-рядкiв довжини n: A =




a1

a2

...
am


, де ai = (ai1, ai2, . . . , ain),

i = 1, 2, . . . , m. Горизонтальнi риски у вказаному запису матрицi A вiддiляють рядки
один вiд одного.

З системою лiнiйних рiвнянь пов’язують двi матрицi: матрицю A системи (∗)
порядку (m× n) вигляду (6) та розширену матрицю системи розмiру (m× (n + 1)) :

Ā =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2
...

bm


 . (7)

Розширена матриця Ā системи (∗) записується у виглядi

Ā =
(

a1 | a2 | . . . | an |b
)
.

Система лiнiйних рiвнянь однозначно визначається своєю розширеною матрицею.

3.4 Елементарнi перетворення рядкiв матрицi

Припустимо, маємо матрицю A, записану у виглядi

A =




a1

a2

...
am


, де ai = (ai1, ai2, . . . , ain) - i−тий рядок матрицi A, i = 1, 2, . . . ,m.

Означення 3.7. Елементарнi перетворення I роду. Фiксуємо пару iндексiв 1 6
i 6= j 6 m i деякий параметр λ ∈ K. Елементарним перетворенням I роду eij(λ)
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матрицi A називається перетворення вигляду:

A =




...
ai

...
aj

...




{
[j]+λ∗[i]

}
=⇒ eij(λ)(A) =




...
ai

...
aj + λai

...




.

Тобто замiна матрицi A на матрицю eij(λ)(A) розмiру (m × n), у якої всi ряд-
ки, крiм j−го, збiгаються з вiдповiдними рядками матрицi A, а до j−того рядка
додається i-тий, помножений на λ.

Елементарнi перетворення II роду. Фiксуємо iндекс 1 6 i 6 m i деякий пара-
метр λ ∈ K, λ 6= 0. Елементарним перетворенням II роду ei(λ) матрицi A назива-
ється перетворення вигляду:

A =




...
ai

...




{
λ∗[i]

}
=⇒ ei(λ)(A) =




...
λai

...


 .

при якому i-тий рядок матрицi A на λ 6= 0.

Властивостi елементарних перетворень.

1. eij(0) = id;

2. eij(−λ) eij(λ) = id ∀λ ∈ K;
3. ei(1) = id;

4. ei(λ
−1)eij(λ) = id ∀λ ∈ K, λ 6= 0.

Через id позначаємо тотожне перетворення id : A−→A.

Лемма 3.1. Нехай маємо деяку систему (∗) iз розширеною матрицею Ā вигляду
(7).

1. Позначимо через eij(λ)(∗) систему з розширеною матрицею eij(λ)(A), 1 6 i 6=
j 6 m, λ ∈ K. Тодi система eij(λ)(∗) еквiвалентна системi (∗), тобто L(∗) =
Leij(λ)(∗) (множини їх розв’язкiв збiгаються).

2. Якщо ei(λ)(∗) - система з розширеною матрицею ei(λ)(A), 1 6 i 6= j 6 m,
λ ∈ K, λ 6= 0, то L(∗) = Lei(λ)(∗), отже системи (∗) та ei(λ)(∗) еквiвалентнi.

34



Доведення . Доведення мiстить цiкавий типологiчний момент. Розглянемо випа-
док перетворення вигляду eij(λ) (випадок ei(λ) - аналогiчний). Доведемо, що L(∗) ⊂
Leij(λ)(∗). Дiйсно, розглянемо вектор

l =




l1
l2
...

ln


 ∈ L(∗) ⊂ Kn.

Те, що цей вектор є розв’язком, означає, що ∀i, 1 6 i 6 m виконується рiвнiсть ai1l1+
ai2l2 + . . . +ainln = bi. пiдставимо значення l в систему eij(λ)(∗). Всi рiвняння цiєї
системи, крiм j−го, є рiвняннями системи (∗). Тому пiсля пiдстановки вони стануть
вiрними рiвностями в K.

Залишилось розглянути j−те рiвняння i перевiрити, чи воно виконується в системi
eij(λ)(∗). Розглянемо: (ai1 + λai1)x1+ (ai2 + λai2)x2 + . . . +(ain + λain)xn = bj + λbi.
пiдставимо замiсть x1, x2, . . . , xn значення l1, l2, . . . , ln. Тодi (ai1+λai1)l1+ (ai2+λai2)l2+
. . . +(ain + λain)ln = bj + λbi. Це еквiвалентно (aj1l1+ aj2l2 + . . . +ajnln)+ λ(ai1l1+
ai2l2 + . . . +ainln) = bi + λbj. Отже, j−те рiвняння системи eij(λ)(∗) для вектора l теж
виконується, тобто l ∈ Leij(λ)(∗).

Ми довели, що якщо l ∈ L(∗), то звiдси випливає, що l ∈ Leij(λ)(∗), тобто L(∗) ⊂
Leij(λ)(∗) - пiдмножина. Тодi, за доведеним,

Leij(λ)(∗) ⊂ Leij(−λ)(eij(λ)(∗)) = L(∗).

Тому L(∗) ⊂ Leij(λ)(∗) ⊂ L(∗). Звiдси випливає, що всi включення можна замiнити на
рiвностi, тобто L(∗) = Leij(λ)(∗).

В математицi типовою є ситуацiя, коли, щоб перейти вiд одного складного об’єкта
до iншого, часто зовсiм несхожого, необхiднi перетворення робляться крок за кроком.
Елементарнi перетворення матриць дозволяють перевести довiльну матрицю в деяку
стандартну.

Лемма 3.2 (Гауса). Довiльну розширену матрицю Ā вигляду (7) елементарними
перетвореннями рядкiв можна звести до стандартного вигляду

(S ′) A =




0 . . . 0 0 0 . . . 1 ∗ . . . 0 ∗ . . . ∗
... . . . ...

...
... . . . ...

... . . . ...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 1 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

... . . . ...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0




.

де зiрочками позначаються довiльнi елементи поля.
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Доведення . Застосуємо метод математичної iндукцiї за кiлькiстю рiвнянь системи
m.

База iндукцiї. m = 1, тобто маємо систему з матрицею

Ā =
(

a11 a12 . . . a1n

∣∣ b1

)
.

Якщо a11 = a12 = . . . = a1n = 0, то система має вказаний вигляд (при k = 0), тобто
Ā =

(
0 0 . . . 0

∣∣ b1

)
.

Якщо не всi елементи a1j рiвнi 0, то нехай a1j 6= 0 - перший ненульовий елемент,
тобто Ā =

(
0 . . . 0 a1j1 a1j1+1 a1n

∣∣ b1

)
. Тодi нехай λ = a−1

1j1
. Застосуємо пере-

творення e1(λ), одержимо

Ā =
(

0 . . . 0 1 a−1
1j1

a1j1+1 a−1
1j1

a1n

∣∣ a−1
1j1

b1

)
.

Система набула потрiбного вигляду.

Крок iндукцiї. Розглянемо матрицю

Ā =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2
...

bm


 .

Виберемо в нiй перший злiва ненульовий стовпчик aj1 . При цьому або a1j1 6= 0, або,
якщо a1j1 = 0, то знаходимо ненульовий елемент aij1 6= 0 i виконуємо елементарне
перетворення ei1(1)(∗), пiсля якого на мiсцi з iндексом 1 j1 теж знаходитиметься нену-
льовий елемент. Одержали матрицю Ā1. Виконаємо над Ā1 елементарне перетворення
e1(λ), λ = a−1

1j1
. Одержана матриця Ā2 має вигляд

Ā2 =




j1

0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 c2 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 c3 ∗ . . . ∗
... . . . ...

...
... . . . ...

0 . . . 0 cm ∗ . . . ∗

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2

b3
...

bm




.

де c2, c3, . . ., cm ∈ K - деякi елементи. Тодi розглянемо таку матрицю Ā3:

Ā3 = e1m(−cm) . . . e13(−c3)e12(−c2)Ā3.

Тодi матриця Ā3 має вигляд:

A =




j1

0 . . . 0 1
0 . . . 0 0
0 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Ā′



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Розглянемо розширену матрицю Ā′ меншого розмiру i вiдповiдну систему рiвнянь.
Елементарнi перетворення над Ā′ не змiнюють першого рядка. Розмiр матрицi Ā′ -
(m − 1) × (n + 1 − j1). За припущенням iндукцiї, Ā′ зводиться до форми (S ′). Тому
разом з першим рядком вся матриця зведеться до вигляду (S ′).

Означення 3.8. Система з розширеною матрицею Ā вигляду (7) називається одно-
рiдною, якщо b1 = b2 = . . . = bm = 0. Однорiдна система завжди сумiсна, тому що
має розв’язок 



0
0
...
0


 ∈ Kn.

Наслiдок 3.1 (з методу Гауса). Якщо в однорiднiй системi iз розширеною матри-
цею Ā вигляду (7) кiлькiсть невiдомих бiльша вiд кiлькостi рiвнянь, тобто n > m
(строго), то ця система має ненульовий розв’язок.

3.5 Метод Гауса (Жордана-Гауса) розв’язування систем лiнiй-
них рiвнянь

3.5.1 Приклади розв’язування систем лiнiйних рiвнянь

Приклади 3.1. 1. Розглянемо систему
{

0 = 1

При цьому необхiдно вказати кiлькiсть невiдомих. Множина розв’язкiв такої си-
стеми дорiвнює ∅.

2. Розглянемо систему, що складається з одного рiвняння спецiального вигляду:
{

x1 + a12x2+ . . . +a1nxn = b1 (8)

Розв’язком такої системи є деякий вектор

x =




x1

x2
...

xn




в якому замiсть x2, . . . , xn можна пiдставити довiльнi елементи поля K, а x1 покла-
сти рiвним x1 = −a12x2 − . . . − a1nxn + b1. Таким способом одержимо всi розв’язки
такої системи. В цьому випадку розв’язок зручно записувати у виглядi:

x =




x1

x2
...

xn


 =




−a12x2 − . . .− a1nxn + b1

x2
...

xn



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Розпишемо цей вектор у виглядi суми

x =




−a12x2

x2

0
...
0




+




−a13x3

0
x3
...
0




+ . . . +




−a1nxn

0
0
...

xn




+




b1

0
0
...
0




=

x2




−a12

1
0
...
0




+ x3




−a13

0
1
...
0




+ . . . + xn




−a1n

0
0
...
1




+




b1

0
0
...
0




=

Розв’язок системи 8 можна записати у виглядi

x =




x1

x2
...

xn


 = x2




−a12

1
0
...
0




+ x3




−a13

0
1
...
0




+ . . . + xn




−a1n

0
0
...
1




+




b1

0
0
...
0




де x2, x3, . . . , xn - довiльнi елементи поля K. Це векторна форма запису розв’язку.
3. Розв’язок системи спецiального вигляду. Припустимо, що розширена матриця

системи розмiру (m× (n + 1)) має вигляд:

(S) Ā =




1 0 . . . 0 a1k+1 . . . a1n

0 1 . . . 0 a2k+1 . . . a2n
...

... . . . ... . . . ...
0 0 . . . 1 akk+1 . . . akn

0 0 . . . 0 . . . 0
...

... . . . ... . . . ...
0 0 . . . 0 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1

b2
...
bk

bk+1
...

bm




.

У зображенiй матрицi (S) (вiд англiйського standard) мають мiсце рiвностi:

aii = 1, 1 6 i 6 k;
aij = 0, 1 6 i, j 6 k, i 6= j;
aij = 0, i > k.

Дослiдимо цю систему.
1. Припустимо, що для деякого i > k + 1 виконується bi 6= 0. В цьому випадку

система несумiсна.
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2. Вважаємо, що bk+1 = bk+2 = . . . = bm = 0. В цьому випадку невiдомi xk+1, xk+2,
. . ., xn можуть приймати довiльнi значення, а x1, x2, . . ., xk однозначно через них
виражаються. Запишемо розв’язок системи у векторному виглядi:

x =




x1

x2
...

xk

xk+1
...

xn




=




−
n∑

j=k+1

a1jxj + b1

−
n∑

j=k+1

a2jxj + b2

...

−
n∑

j=k+1

akjxj + bk

xk+1
...

xn




=

x = xk+1




−a1k+1

−a2k+1
...

−akk+1

1
0
...
0




+ xk+2




−a1k+2

−a2k+2
...

−akk+2

0
1
...
0




+ . . . + xn




−a1n

−a2n
...

−akn

1
0
...
0




+




b1

b2
...
bk

0
0
...
0




де xk+1, xk+2, . . . , xn - довiльнi елементи поля K. Це є загальний розв’язок нашої си-
стеми.

Коли k = n, система визначена, тобто має рiвно один розв’язок, який має такий
вигляд: x1 = b1, x2 = b2, . . ., xk = bk.

Домовленiсть 5. Для спрощення запису ми iнколи будемо перенумеровувати невi-
домi, наприклад, xi ←→ xj означає, що мiняємо мiсцями невiдомi xi та xj. при цьому
в матрицi системи i−тий та j−тий стовпчики помiняються мiсцями. Застере-
ження: потрiбно не забувати у запису остаточного розв’язку повернути початкову
нумерацiю.

Наведене ранiше правило розв’язування систем вигляду (S) дозволяє також запи-
сувати розв’язки системи, матриця якої має наступний вигляд (S ′):
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(S ′) A =




j1 j2 jk n
0 . . . 0 1 ∗ . . . 0 ∗ . . . 0 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 1 ∗ . . . 0 ∗ . . . ∗
... . . . ...

...
... . . . ...

... . . . ...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 1 ∗ . . . ∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

...
... . . . ...

... . . . ...
... . . . ...

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 0 . . . 0




.

Якщо в матрицi вигляду (S ′) ми перемiстимо стовпчик з номером j1 на мiсце пер-
шого, j2 - другого, а jk ї на мiсце k−того, одержимо систему вигляду (S), яку ми вже
розглядали ранiше. Отже, розв’язок її ми також можемо виписати.

Задача. Записати розв’язок системи вигляду (S ′) як суму стовпчикiв.
Метод Гауса полягає в зведеннi матрицi елементарними перетвореннями eij, ei до

стандартного вигляду (S) за iндукцiєю, тобто зводячи задачу до аналогiчної задачi
для системи меншого розмiру.

Ми довели, що система при елементарних перетвореннях переходить в еквiвален-
тну систему, тобто множина розв’язкiв не змiниться.

За припущенням iндукцiї, матрицю Ā можна звести елементарними перетворен-
нями рядкiв до стандартного вигляду (S). Звiдси випливає, що i всю матрицю можна
звести до вигляду (S). Як? За припущенням iндукцiї, вважаємо, що матриця Ā′ має
вигляд (S).

Чи буде при цьому вся матриця мати вигляд (S)? нi. Тому, що елементи на мiсцях
з iндексами (1, j2), (1, j3), . . . , (1, jk) можуть не дорiвнювати нулю. Позначимо цi еле-
менти через d2, d3, . . . , dk вiдповiдно. 4 Тодi матриця, одержана з Ā1 застосуванням
перетворень e21(−d2) e31(−d3) . . . ek1(−dk) матиме стандартний вигляд (S), тобто на
мiсцях з iндексами (1, j2), (1, j3), . . . , (1, jk) також будуть нулi.

Доведення закiнчено.
Це - доведення-алгоритм.

3.5.2 Однорiднi лiнiйнi системи

Означення 3.9. Система з матрицею

Ā =
(

a1 | a2 | . . . | an |b
)

називається однорiдною, якщо b = 0. Однорiдна система з m рiвнянь вiдносно n
невiдомих, така що n > m, має ненульовий розв’язок.

4Слово "вiдповiдно"в даному контекстi означає, що число d2 знаходиться на мiсцi j2, . . . число dk

- на мiсцi jk (вважаємо, що у нас перерахованi деякi iндекси i деякi числа).
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Термiнологiя. Коли матриця системи має стандартну форму (S), то елементи з iн-
дексами (1, j2), (1, j3), . . . , (1, jk) називаються провiдними елементами. Коли розв’я-
зок системи записаний у виглядi: невiдомi xj1 , xj2 , . . ., xjk

представленi у виглядi
лiнiйних комбiнацiй невiдомих xi з коефiцiєнтами, де i 6= j1, j2, . . . , jk, та деяких вiль-
них членiв, причому xj1 , xj2 , . . ., xjk

при i 6= j1, j2, . . . , jk можуть приймати довiльнi
значення, тодi говорять, що в такому записi xj1 , xj2 , . . ., xjk

є залежними (або зв’я-
заними) невiдомими, а решта - xi при i 6= j1, j2, . . . , jk є вiльними невiдомими або
параметрами.

Приклад 3.3. Розглянемо таку задачу:

A =

(
1 0 0 a1 k+1 . . . a1 n | b1

0 1 0 a2 k+1 . . . a2 n | b2

)
,

розв’язок якої

x1 =
n∑

j=k+1

− a1jxj + b1, x2 =
n∑

j=k+1

− a2jxj + b2

можна записати скорочено:

xi =
n∑

j=k+1

− aijxj + bi, i = 1, 2.

Тодi вiльнi невiдомi: xk+1, . . ., xn, зв’язанi - це x1, . . ., xk. Цей розподiл неоднозна-
чний. Наприклад, якщо x1 = x2, то ми можемо оголосити вiльною невiдомою або
x1, або x2.

Критерiй сумiсностi системи, записаної у виглядi (S). Система в стандар-
тному виглядi (S) сумiсна тодi i тiльки тодi, коли вона не мiстить рядкiв вигляду:

A =
(

0 0 . . . 0 | bi

)
, bi 6= 0.

Критерiй визначеностi системи вигляду (S). Система в стандартному виглядi
(S) є визначеною (має єдиний розв’язок!) тодi i тiльки тодi, коли кiлькiсть зв’язаних
невiдомих дорiвнює кiлькостi всiх невiдомих, або, що еквiвалентно, коли кiлькiсть
вiльних невiдомих дорiвнює нулю, тобто k = n. Визначена система звичайно є сумi-
сною, тобто не мiстить "поганих"рядкiв.

Доведемо наслiдок про однорiднi системи. З методу Гауса випливає, що в стан-
дартнiй формi системи кiлькiсть зв’язаних невiдомих k менша або дорiвнює кiлькостi
рiвнянь m, тобто k 6 m.

Оскiльки k 6 m i m < n, одержимо: k < n, тобто кiлькiсть зв’язаних невiдомих
строго менша вiд загальної кiлькостi невiдомих. Отже кiлькiсть вiльних невiдомих n−
k > 0. Оскiльки однорiдна система сумiсна, пiдставляючи замiсть вiльних невiдомих
значення, не всi рiвнi нулю, одержуємо ненульовий розв’язок однорiдної системи.
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Приклад 3.4. Припустимо, що x1, . . . , xk – зв’язанi невiдомi, xk+1, . . . , xn i xi =
n∑

j=k+1

(−aij)xj – вiльнi невiдомi. Пiдставивши xk+1 = αk+1, . . ., xn = αi i припустивши,

що ∃αj : αj 6= 0, вiдразу одержимо ненульовий розв’язок.

4 Лiнiйне вiдображення, пов’язане з матрицею

Вiзьмемо довiльнi вектори




a11
...

am1


 , . . .,




a1n
...

amn


 ∈ Km i розглянемо систему

{aijxj = bi з (m× n)−матрицею

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


 .

Результатом пiдстановки вектора




α1
...

αn


 в цю систему буде вектор




a11α1 + . . . + a1nαn

. . .
am1α1 + . . . + amnαn


 =




n∑
j=1

a1jαj

. . .
n∑

j=1

amjαj



∈ Km.

Означення 4.1. Добутком (m×n)−матрицi A = (aij) 16i6m,
16j6n

над полем K на вектор

α =




α1
...

αn


 ∈ Kn називається вектор Aα =




n∑
j=1

a1jαj

. . .
n∑

j=1

amjαj



∈ Km.

4.1 Основнi властивостi множення матрицi на вектор.

Нагадаємо, що властивостi операцiй додавання векторiв та множення на скаляр вже

були вказанi. Тобто, для векторiв α =




α1
...

αn


, β =




β1
...

βn


 ∈ Kn визначена сума
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α + β =




α1 + β1
...

αn + βn


 ∈ Kn, i ∀λ ∈ K визначається добуток λα =




λα1
...

λαn


 ∈ Kn.

Властивостi множення матрицi на вектор

1. A(α + β) = Aα + Aβ;

2. A(λα) = λ(Aα); де A - (m× n)−матриця, α, β ∈ Kn, λ ∈ K.

Зауваження 4.1. Якщо ввести вектор з невiдомих x =




x1
...

xn


, то за формулою

(Ax)i =
n∑

j=1

aijxj, де (Ax)i - i−та координата, можна формально означити добуток

матрицi A на вектор-стовпчик невiдомих. В цьому випадку систему рiвнянь (∗∗)

можна переписати у виглядi Ax = b, b =




b1
...

bm


 ∈ Km. Розв’язок системи - це

такий вектор α =




α1
...

αn


 ∈ Kn, що виконується A · α = b.

Доведення першої властивостi.
Розглянемо i−ту координату в лiвiй i правiй частинах рiвностi, яка доводиться.

(Aα + Aβ)i = (Aα)i + (Aβ)i =
n∑

j=1

aijαj+
n∑

j=1

aijβj =
n∑

j=1

(aijαj +aijβj) =
n∑

j=1

aij(αj +

βj) =
n∑

j=1

aij(α + β)j = (A(α + β))i для довiльного i = 1, . . . , m.

Отже, ми одержали: (Aα + Aβ)i = (A(α + β))i, i = 1, . . . , m. Звiдси випливає, що
Aα + Aβ = A(α + β).

Приклад 4.1. Нехай A =

(
1 0 −1
2 3 5

)
, α =




1
2
4


 . Тодi

Aα =

(
111 012 −113

221 322 523

) 


11

22
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
 =

(
111 · 11 + 012 · 22 + (−1)13 · 43

221 · 11 + 322 · 22 + 523 · 43

)
=

( −3
28

)
.
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Доведення другої властивостi.
Нехай A = (aij){16i6m,

16j6n

} - (m × n)−матриця, α, β ∈ Kn, λ ∈ K. Доведемо вла-

стивiсть: A(λα) = λ(Aα), λ ∈ K. Розглянемо i−ту координату першого вектора,
1 6 i 6 m. Маємо:

(A(λα))i =
n∑

j=1

aij(λα)j =
n∑

j=1

aij(λαj) =
n∑

j=1

(aijλ)αj = λ

n∑
j=1

aijαj = λ(Aα)i = (λ(Aα))i.

./

Зауваження 4.2. В цьому доведеннi ми винесли λ за знак суми, при цьому ми ско-
ристалися багатьма властивостями операцiй в полi K, а саме:

n∑
j=1

aij(λα)j
асоц.
=

n∑
j=1

(aijλ)αj
комут.

=
n∑

j=1

(λaij)αj
асоц.
=

n∑
j=1

λ(aij)αj)
дистр.

= λ

n∑
j=1

aijαj. ./

Твердження 4.1. Припустимо, що система (S): Ax = b, де b =




b1
...

bm


 ∈ Km,

сумiсна. Розглянемо лiнiйну однорiдну систему (S0) з тiєю ж матрицею:

(S0) : Ax = 0.

Нехай α ∈ Kn - довiльний розв’язок системи (S). Тодi

LS = α + LS0 , де α + LS0 = {α + β | β ∈ LS0}.
Доведення . α - розв’язок (S) ⇐⇒ Aα = b. Доведемо включення LS ⊂ α + LS0 .

дiйсно, якщо γ ∈ LS, то γ ∈ α + LS0 .
Навпаки, покажемо, що LS ⊃ α + LS0 . γ ∈ α + LS0 =⇒ γ ∈ LS.
Припустимо, що γ ∈ LS ⇐⇒ Aγ = b =⇒ A(γ − α) = A(γ + (−1)α) = Aγ+

A((−1)α) = Aγ+ (−1)Aα = Aγ− Aα = b− b = 0.
A(γ − α) = 0 =⇒ γ − α ∈ LS.
Навпаки, нехай γ ∈ α + LS0 ⇐⇒ γ = α + β, β ∈ LS0 ⇐⇒ γ = α + β, Aβ = 0.
Aγ = A(α + β) = Aα+ Aβ = b + 0 = b.
Aγ = b =⇒ γ ∈ LS.

4.2 Поняття лiнiйної комбiнацiї.

Нехай (a1, a2, . . . , an) - сiмейство векторiв, ai ∈ Km, i = 1, . . . , n. Якщо α1, α2, . . .,
αn ∈ K, тодi вектор α1a1+ α2a2+ . . . +αnan ∈ Km називається лiнiйною комбiнацiєю
векторiв a1, a2, . . . , an з коефiцiєнтами α1, α2, . . ., αn (або просто лiнiйною комбiнацiєю,
якщо ясно, про якi вектори та коефiцiєнти iде мова).

Лiнiйна комбiнацiя α1a1+ α2a2+ . . . +αnan називається тривiальною, коли α1 =
α2 = . . . = αn = 0 i нетривiальною в протилежному випадку (нетривiальна ⇐⇒ ∃i
αi 6= 0).
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4.2.1 Множення матрицi на вектор та лiнiйнi комбiнацiї.

Припустимо, що матриця A = (aij){16i6m,
16j6n

} представлена у виглядi n векторiв-стовпчикiв

A =
(

a1 | a2 | . . . | an

)
, ai ∈ Km, i = 1, . . . , n.

Тодi утворити лiнiйну комбiнацiю α1a1+ α2a2+ . . . +αnan цих векторiв з коефiцiєн-

тами α1, α2, . . ., αn - це те саме, що помножити матрицю A на вектор α =




α1

α2
...

αn




∈ Kn. Маємо

Aα = α1a1 + α2a2 + . . . + αnan.

Доведення . За означенням,

Aα =




n∑
j=1

a1jαj

. . .
n∑

j=1

amjαj




=
n∑

j=1




a1jαj

. . .
amjαj


 =

n∑
j=1

αj




a1j

. . .
amj


 =

n∑
j=1

αjaj - лiнiйна ком-

бiнацiя.

4.3 Лiнiйне вiдображення координатних векторних просторiв,
пов’язане з матрицею.

Нехай A = (aij){16i6m,
16j6n

} - (m× n)−матриця з коефiцiєнтами з поля K. Тодi через LA

позначимо вiдображення LA : Kn → Km таке, що LA(α) = Aα, α ∈ Kn.

4.3.1 Властивостi вiдображення LA.

1. LA(α + β) = LA(α) + LA(β), α, β ∈ Kn.

2. LA(λα) = λLA(α), α ∈ Kn, λ ∈ K.

Перевiримо цi властивостi.

1. LA(α + β) = A(α + β) = Aα+ Aβ = LA(α) + LA(β) = - вирази рiвнi.

2. LA(λα) = A(λα) = λ(Aα) = λLA(α).

Властивостi 1, 2 об’єднують спiльною назвою: кажуть, що LA - лiнiйне вiдображе-
ння (над полем K), або K−лiнiйне.
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Нульовий вектор.

Iснує вектор 0 ∈ Kn, 0 =




0
0
· · ·
0


, такий, що LA(0) = 0.

Доведення .

1. A0 = A




0
· · ·
0


 =

n∑
j=1

aij · 0 = 0, i = 1, . . . , m =⇒ A




0
· · ·
0


 =




0
· · ·
0


.

2. Нульовий вектор 0 ∈ Kn визначається властивiстю 0 + α = α (для будь-якого
α ∈ Kn). Аналогiчно в Km.

LA(0) = LA(0 + 0) = LA(0)+ LA(0). Додамо до правої i лiвої частин (−LA(0)),
маємо LA(0)+ (−LA(0)) = (LA(0)+ LA(0)+ (−LA(0))).
Km 3 0 = LA(0). LA(0)+ (LA(0)− LA(0)) = LA(0) + 0 = LA(0).

Домовленiсть 6. Надалi вектори a,0 ∈ Kn часто, якщо це не призведе до непоро-
зумiння, позначатимемо як a, 0 ∈ Kn ( тобто нежирними буквами).

Лемма 4.1. Нехай A - (m× n) матриця над полем K. Вiдображення LA : Kn → Km

буде мономорфiзмом тодi i тiльки тодi, коли з LA(α) = 0 випливає, що α = 0.

Доведення . LA - мономорфiзм. Як доведено, LA(0) = 0 =⇒ для α 6= 0 LA(α) 6=
LA(0), тобто LA(α) 6= 0.

Припустимо, що LA - не мономорфiзм. Тодi побудуємо α 6= 0 такий, що LA(α) = 0.
LA - не мономорфiзм =⇒ ∃β, γ ∈ Kn, β 6= γ, LA(β) = LA(γ) =⇒ LA(β)− LA(γ) = 0

=⇒ LA(β)+ (−1)LA(γ) = 0 =⇒ LA(β)+ LA((−1)γ) = 0 =⇒ LA(β +(−1)γ) = 0 =⇒
LA(β − γ) = 0, β − γ 6= 0 =⇒ α = β − γ, LA(α) = 0, α 6= 0.

Завдання 4.1. Перевiрити такi властивостi лiнiйного вiдображення LA (на ма-
трицях або як властивостi лiнiйних вiдображень):

LA(α− β) = LA(α)− LA(β).
LA(λ1α + λ2β) = λ1LA(α)+ λ2LA(β), де λ1, λ2 ∈ K.

Означення 4.2. Нехай A = (aij){16i6m,
16j6n

}. Множина α ∈ Kn таких, що LA(α) = 0,

називається ядром лiнiйного вiдображення LA i позначається Ker LA. Множина
α′ ∈ Km таких, що LA(α) = α′ для деякого α ∈ Kn, називається образом лiнiйного
вiдображення LA i позначається ImLA. В скороченому запису маємо:

Ker LA = {α ∈ Kn |LA(α) = 0} ⊂ Kn.

ImLA = {α′ ∈ Km | ∃α ∈ Kn : LA(α) = α′} ⊂ Km.
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Образ ще iнодi записують: ImLA = LA(Kn). Поняття ядра, на вiдмiну вiд образу,
специфiчне саме для лiнiйного вiдображення.

Наведемо зведену таблицю для системи лiнiйних рiвнянь з m× n−матрицею A та
лiнiйним вiдображенням LA:

(∗) Ax = b
LA : Kn → Km

α 7→ Aα

1) α є розв’язком системи (∗) 1) LA(α) = b - I спосiб
α ∈ L−1

A (b) - II спосiб
2) Знайти всi розв’язки системи Ax = b 2) Знайти L−1

A (b) - повний прообраз

3) ∀ b ∈ Km система (∗) має розв’язок 3) LA - епiморфiзм, або ImLA = Km

4) ∀ b ∈ Km система (∗) має єдиний розв’язок 4) LA - бiєкцiя або iзоморфiзм

5) Система (∗) має не бiльше одного розв’язку 5) LA - мономорфiзм

6) Розв’язати однорiдну систему Ax = 0 6) Знайти ядро Ker LA

7) Знайти ФСР системи Ax = 0 7) Знайти базис ядра Ker LA

8) Знайти всi b ∈ Km, для яких (∗) сумiсна 8) Знайти образ ImLA

9) Знайти макс.лiн.незал. систему стовпчикiв 9) Знайти базис образа ImLA

Тепер нам знадобляться деякi бiльш загальнi поняття, нiж тi, якi ми розглядали
до цього часу.

5 (Абстрактний) векторний простiр
Слово абстрактний вживають тiльки тодi, коли його хочуть протиставити коорди-
натному векторному простору Kn, n > 1.

Фiксуємо поле K, елементи якого називаємо ще скалярами.

Означення 5.1. Множина V називається векторним простором над полем K, якщо
на нiй введено двi операцiї: додавання (+) векторiв та множення (× або ·) вектора
на скаляр:

V × V → V K× V → V
(u, v) 7→ u + v (λ, v) 7→ V

причому цi операцiї задовольняють наведеним далi умовам (або аксiомам).
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1. Асоцiативнiсть додавання:

∀v1, v2, v3 ∈ V (v1 + v2) + v3 = v1 + (v2 + v3).

2. Iснування нуля:

∃ елемент 0 ∈ V такий,що ∀v ∈ V 0 + v = v + 0 = v.

3. Iснування протилежного елемента:

∀v ∈ V ∃ − v ∈ V v + (−v) = (−v) + v = 0.

4. Комутативнiсть додавання:

∀v1, v2 ∈ V v1 + v2 = v2 + v1.

5. Асоцiативнiсть множення на скаляр:

∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v ∈ V λ1(λ2v) = (λ1 · λ2)v.

6. Унiтарнiсть:
∀v ∈ V 1 · v = v.

7. Два закони дистрибутивностi:

∀λ1, λ2 ∈ K, ∀v ∈ V (λ1 + λ2)v = λ1v + λ2v,

∀λ ∈ K, ∀v1, v2 ∈ V λ(v1 + v2) = λv1 + λv2.

Цi властивостi ми вже згадували, розглядаючи координатний векторний простiр.
Дамо означення пiд-, под-, sub-, under- простору.

Означення 5.2. Нехай V - векторний простiр над полем K з операцiями +, ·. Пiд-
множина W ⊂ V називається (векторним або лiнiйним) K−пiдпростором в про-
сторi V , якщо W є векторним простором вiдносно тих само операцiй + та ·.

Це означає, що для W з тими ж операцiями виконуються всi умови 1-7. Тобто, W
⊂ V є пiдпростором, якщо для всiх λ ∈ K, w,w1, w2 ∈ W виконуються наступнi умови:

1. ∀ w1, w2 ∈ W w1 + w2 ∈ W ;

2. ∀λ ∈ K ∀w ∈ W λw ∈ W ;

3. 0 ∈ W ;

4. ∀w ∈ W −w ∈ W .
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Зауваження 5.1. 1) аксiоми векторного простору для W виконуються автомати-
чно;
2) як буде доведено, умови 3,4 в означеннi пiдпростору є надлишковими, вони випли-
вають з умов 1 та 2.

Приклад векторного простору. Координатний векторний простiр V = Kn, n > 1 є
абстрактним векторним простором.

Деякi властивостi

Властивiсть 1. В означеннi нейтрального елемента 0 ∈ V не вимагається його
єдинiсть. Ми доведемо, що нейтральний елемент єдиний.

Доведення . Припустимо, що 0, 0′ ∈ V - два нейтральних елементи. Розглянемо
тодi їх суму 0 + 0′ : 0 + 0′ = 0′, оскiльки 0 - нейтральний. Оскiльки 0′ - нейтральний,
то 0 + 0′ = 0. Звiдси випливає: 0 = 0′.

Властивiсть 2. Протилежний елемент (−v) ∈ V єдиний.
Доведення . Припустимо, для елемента v ∈ V iснує два протилежних (−v) i (−v)′.

Розглянемо суму (−v) + v + (−v)′. Скористаємося асоцiативнiстю.
((−v) + v) + (−v)′ = 0 + (−v)′ = (−v)′

(−v) + (v + (−v)′) = (−v) + 0 = (−v)
Отже, елементи (−v), (−v)′ мiж собою рiвнi.

Властивiсть 3. Нехай v1, v2 ∈ V такi, що v1 + v2 = v1. Тодi v2 = 0.
Доведення . Додамо до обох частин рiвностi (−v1). Одержимо (−v1) + v1 + v2 =

(−v1)+v1. Звiдси, скориставшись асоцiативнiстю, одержимо ((−v1)+v1)+v2 = ((−v1)+
v1) ⇐⇒ 0 + v2 = 0 або v2 = 0. Аналогiчно, якщо v2 + v1 = v1, то v2 = 0.

Властивiсть 4. Для довiльного v ∈ V та 0 ∈ K виконується 0 · v = 0.
Доведення . Перший спосiб пiдрахунку виразу (0 + 1)v: (0 + 1)v = 1 · v = v.
Другий спосiб (скористаємося дистрибутивнiстю): (0 + 1)v = 0 · v + 1 · v = 0 · v + v.
Отже, v = 0 · v + v. Звiдси, за попередньою властивiстю, 0 · v = 0.

Властивiсть 5. Для довiльного v ∈ V (−1) · v = −v.
Доведення . Ми знаємо, що протилежний елемент єдиний. Тодi перевiримо, що

v + (−1)v = 0 i (−1)v + v = 0. Звiдси випливатиме, що (−1)v - протилежний.
v+(−1) ·v = 1 ·v+(−1) ·v = (1+(−1)) ·v = 0 ·v = 0, оскiльки в полi K 1+(−1) = 0.

Скориставшись комутативнiстю, одержимо: (−1)v + v = v + (−1) · v = 0.

Лемма 5.1. Припустимо, що в векторному просторi V над K пiдмножина W ⊂ V
задовольняє таким властивостям:

1. ∀ w1, w2 ∈ W w1 + w2 ∈ W ; 2. ∀ λ ∈ K, ∀ w ∈ W λw ∈ W .
Тодi W є пiдпростором.

Доведення . Необхiдно довести, що 0 ∈ W i для будь-якого w ∈ W (−w) ∈ W . Але
це випливає з властивостi 2.
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Розглянемо w ∈ W . Тодi 0 = o · w ∈ W . Навпаки, ∀ w ∈ W (−1) · w ∈ W . Тодi
(−1) · w = −w ∈ W .

Отже, щоб перевiрити, що W є пiдпростором, треба перевiрити властивостi 1, 2, а
решта виконується автоматично.

Лемма 5.2. Нехай A - це деяка n × m-матриця над полем K, LA ∈ Kn → Km -
вiдповiдне їй лiнiйне вiдображення: LA(α) = A · α. Тодi

1. Ker LA ⊂ Kn є пiдпростором.
2. ImLA ⊂ Km є пiдпростором.

Доведення . Нехай α, β ∈ Ker LA. Треба довести, що α + β ∈ Ker LA.
α, β ∈Ker LA ⇐⇒ LA(α) = 0, LA(β) = 0. Обчислимо LA(α+β) = LA(α)+LA(β) =

0 + 0 = 0. Звiдки випливає, що α + β ∈ Ker LA.
Аналогiчно, якщо λ ∈ K i α ∈ Ker LA, то тодi LA(λα) = λLA(α) = λ ·0 = λ ·(0 ·0) =

(λ · 0) · 0 = 0 (за визначенням лiнiйностi).
Отже, Ker LA є пiдпростором. Доведемо, що ImLA буде пiдпростором в Km. При-

пустимо, b1, b2 ∈ ImLA. Це означає: ∃α1, α2 ∈ Kn, такi що b1 = LA(α1), b2 = LA(α2).
Тодi b1 + b2 = LA(α1)+ LA(α2) = LA(α1 + α2) =⇒ b1 + b2 ∈ ImLA.

Залишилось перевiрити, що якщо λ ∈ K i b ∈ ImLA, то λb ∈ ImLA. дiйсно, b ∈
ImLA =⇒ ∃α ∈ Kn: LA(α) = b. Але тодi λ · v = λ · LA(b) = LA(λb), за властивiстю
лiнiйного вiдображення. Звiдси випливає, що λv ∈ ImLA.

5.1 Пiдпростори

5.1.1 Приклади пiдпросторiв

1. {0} - пiдпростiр (нульовий) в V .
2. V є власним пiдпростором.
Доведення . 0 + 0 = 0, отже, властивiсть 1 в означеннi пiдпростору виконується.

Потрiбно довести, що ∀λ ∈ K λ · 0 = 0, де 0 ∈ V . Для 0 ∈ V виконується рiвнiсть:
0K · 0V = 0V , де 0K - це нуль в полi K. Звiдси λ · 0V = λ · (0K · 0V ) = (λ · 0K) · 0V =
oK · 0V = 0V .

Припустимо, в просторi V вибрали деяку кiлькiсть векторiв v1, . . . , vk ∈ V i λ1, . . .,

λk ∈ K. Тодi сума вигляду λ1v1+ . . . +λkvk =
k∑

i=1

λivi називається лiнiйною комбi-

нацiєю векторiв v1, . . . , vk (з коефiцiєнтами λ1, . . ., λk).
Бiльш загально, для довiльного сiмейства векторiв (можливо, нескiнченного) {vi}i∈I

можемо розглядати лiнiйнi комбiнацiї
∑
i∈I

λivi, λi ∈ K; при цьому вважаємо, що лише

скiнченна кiлькiсть λi не дорiвнює 0.
Нехай маємо вектори v1, . . . , vk, v ∈ V . Говоримо, що v лiнiйно виражається

через v1, . . . , vk, якщо iснують λ1, . . ., λk ∈ K такi, що v =
∑
i∈I

λivi. (У випадку не-

скiнченного сiмейства векторiв {vi}i∈I вектор v лiнiйно виражається через сiмейство
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{vi}i∈I , що означає, що v =
∑
i∈I

λivi, причому лише скiнчена кiлькiсть λi в цiй сумi

вiдмiнна вiд нуля).

5.1.2 Поняття лiнiйної оболонки

Нехай {vi}i∈I , vi ∈ V , - це деяке сiмейство (або система) векторiв. Тодi їх лiнiйною
оболонкою в просторi V називається множина всiх лiнiйних комбiнацiй

∑
i∈I

λivi, де

λi ∈ K, i ∈ I (i тiльки скiнченна кiлькiсть ненульових λi).
Лiнiйна оболонка позначається (vi)i∈I для сiмейства векторiв {vi}i∈I , vi ∈ V , або

(v1, . . . , vn) для скiнченної системи векторiв {v1, . . . , vn}.
Лемма 5.3. Лiнiйна оболонка системи векторiв {vi}i∈I в просторi V є пiдпростором
простору V .

Доведення . Нехай W = (vi)i∈I - це лiнiйна оболонка векторiв {vi}i∈I . Тодi доста-
тньо довести, що якщо w1, w2 ∈ W , то звiдси випливає, що w1 + w2 ∈ W i якщо λ ∈
K, w ∈ W , то маємо λw ∈ W .

Якщо w1 ∈ W , то це еквiвалентно умовi, що w1 =
∑
i∈I

λivi (деяка скiнченна сума).

Аналогiчно w2 =
∑
i∈I

µivi (скiнченна сума), де всi λi, µi ∈ K, i ∈ I, j ∈ I. Тодi w1 +w2 =

∑
i∈I

λivi+
∑
i∈I

µivi =
∑
i∈I

(λi + µi)vi = - теж скiнченна сума. Отже, звiдси випливає, що

w1 + w2 ∈ W .
Аналогiчно, якщо w ∈ W має вигляд w =

∑
i∈I

λivi = (скiнченна сума), то звiдси

випливає, що λw =
∑
i∈I

(λ · λi)vi ∈ W (є скiнченною сумою).

Приклад 5.1. V = R3.
Якщо v1 = 0, то (v1) = {0}.
Якщо v1 6= 0, то (v1) = Rv1 - пряма, що проходить через початок координат.
Якщо v1, v2 ∈ V не колiнеарнi, то (v1, v2) = Rv1+ Rv2 - площина, що проходить

через початок координат.

5.1.3 Термiни та позначення

1. Нехай {vi}i∈I - це деяка система векторiв. Говоримо, що система {vi}i∈I лiнiйно
залежна, якщо iснує набiр таких {λi}i∈I , серед яких знайдеться хоча б одне ненульове
λi (λi 6= 0) i скiнченна кiлькiсть елементiв системи не рiвна 0, така що

∑
i∈I

λivi = 0.

Iншими словами, система {vi}i∈I лiнiйно залежна ⇐⇒ коли iснує лiнiйна комбi-
нацiя

∑
i∈I

λivi = 0 така, що не всi λi = 0.
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Лемма 5.4. Нехай V - деякий простiр, W ⊂ V - пiдпростiр i {vi}i∈I - це деяка
система векторiв vi ∈ V таких, що для довiльного i ∈ I vi ∈ W . Тодi лiнiйна оболонка
(vi)i∈I ⊂ V - теж належить W .

Iншими словами, {vi}i∈I є пiдпростором не лише у всьому V але i в W .
Доведення . Доведення очевидне. За означенням пiдпростору, якщо vi ∈ W для

будь-якого i ∈ I, то довiльна лiнiйна композицiя
∑
i∈I

λivi теж належить W (тобто

операцiї суми i множення на скаляр не виводять з пiдпростору).

Лемма 5.5. Нехай {vi}i∈I i {wj}j∈J - двi системи векторiв в просторi V . Тодi на-
ступнi твердження еквiвалентнi:

1. лiнiйна оболонка (vi)i∈I - пiдмножина в (wj)j∈J , тобто (vi)i∈I ⊂ (wj)j∈J ;

2. кожен вектор vi, i ∈ I, лiнiйно виражається через {wj}j∈J .

Доведення . 1 =⇒ 2 Припустимо, що (vi)i∈I ⊂ (wj)j∈J . Тодi розглянемо довiль-
ний вектор vi ∈ (wj)j∈J . Лiнiйна оболонка складається з лiнiйних комбiнацiй, отже,
vi =

∑
j∈J

λjwj для деяких λj ∈ K.

2 =⇒ 1 Навпаки, припустимо, що кожен (vi)i∈I , є лiнiйною комбiнацiєю wj, j ∈
J , тобто vi =

∑
j∈J

λjwj для деяких λj ∈ K. Тодi довiльний елемент w з лiнiйної оболонки

(vi)i∈I має вигляд: w =
∑
i∈I

µivi. Пiдставимо вираз для vi. Тодi

w =
∑
i∈I

µivi =
∑
i∈I

µi

( ∑
j∈J

λijwj

)
=

∑
j∈J

( ∑
i∈I

µiλij

)
wj.

Легко бачити, що одержана сума мiстить тiльки скiнченну кiлькiсть ненульових до-
данкiв. Звiдси випливає, що w є лiнiйною комбiнацiєю {wj}j∈J , а отже w ∈ (wj)j∈J .
Тобто, кожен вектор з лiнiйної оболонки (vi)i∈I потрапляє в (w).

Наслiдок 5.1. Нехай {vi}i∈I , {wj}j∈J , {uk}k∈K - системи векторiв в просторi V
такi, що wj ∈ (vi)i∈I (або, iншими словами, кожен wj є лiнiйною комбiнацiєю vi), та
uk ∈ (wj)i∈J . Тодi uk ∈ (vi)i∈I .

5.2 Лiнiйнi вiдображення векторних просторiв

Нехай V , W – векторнi простори над K. Вiдображення f : V → W називається лiнiй-
ним, якщо виконуються такi властивостi:

1. ∀ v1, v2 ∈ V f(v1 + v2) = f(v1)+ f(v2);

2. ∀ λ ∈ K та v ∈ V f(λv) = λf(v).
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Приклади 5.1. 1) Якщо V = Kn, W = Km i A - це деяка n × m−матриця, то
вiдображення LA : Kn → Km, при якому v 7→ Av, – лiнiйне.

2) Нульове вiдображення V → W , при якому ∀ v 7→ 0, є лiнiйним. Якщо V =
Kn, W = Km, то воно вiдповiдає LA для матрицi AA = (aij), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6
n або A = (aij){16i6m,

16j6n

}, у якої всi елементи aij нульовi.

3) Для всякого простору V тотожне вiдображення 1V : V → V таке, що 1V (v) =
v ∀ v ∈ V (його iнодi позначають idV ) є лiнiйним.

Якщо V = Kn, то яка матриця вiдповiдає тотожному вiдображенню 1Kn? Така
матриця розмiру n× n iснує i називається одиничною. Позначається

In =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . 1


 .

Якщо позначимо In = (aij), 1 6 i 6 m, 1 6 j 6 n або A = (aij){16i6m,
16j6n

}, то
aij = 1, якщо i = j, i aij = 1, якщо i 6= j.

Позначення. Нехай M – довiльна множина i α, β ∈M – два елементи. Тодi символ

Кронекера δαβ визначається умовою δαβ =

{
1, α = β,
0, α 6= β.

Використовуючи цей символ, елементи одиничної матрицi позначаються так:

aij = δij, 1 6 i, j 6 n.

Завдання 5.1. Довести, що LIn = 1Kn, тобто для довiльного x =




x1
...

xn


 виконує-

ться Inx = x.

5.2.1 Властивостi лiнiйних вiдображень

Нехай f : V → W – лiнiйне вiдображення.

1. f(0) = 0.

Дiйсно, маємо f(0) = f(0 · v) = 0 · f(v) = 0 ∈ W .

2. f(−v) = −f(v).

Тому що f(−v) = f(−1 · v) = −1 · f(v) = −f(v).

3. f(v1 − v2) = f(v1)− f(v2).

Це є наслiдок з 2).
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Як i у випадку вiдображень LA вводиться поняття ядра та образу лiнiйного вiд-
ображення.

Лемма 5.6. Якщо f : V → W – лiнiйне вiдображення, то

1. Ker f ⊂ V - пiдпростiр в V ;

2. Im f ⊂ W - пiдпростiр в W .

Доведення таке саме, як для вiдображень LA (потрiбно LA замiнити на f). Прове-
дiть це доведення самостiйно.

Для скорочення записiв введемо позначення:

N L(V, W ) – множина лiнiйних вiдображень f : V → W H

Лемма 5.7. Лiнiйне вiдображення f ∈ L(V, W ) є мономорфним (iн’єктивним) тодi i
лише тодi, коли Ker f = 0 (це означає, що Ker f = {0}, тобто Ker f є множина,
яка складається з одного нуля).

Доведення . Таке саме, як у випадку LA. Якщо ядро Ker f 6= 0, тобто ∃v 6= 0,
f(v) = 0, f не iн’єктивне, тобто в 0 переходять два елементи.

Навпаки, якщо f – не iн’єктивне, то iснують v1 6= v2, для яких f(v1) = f(v2) ⇐⇒
f(v1)− f(v2) = 0 ⇐⇒ f(v1−v2) = 0 i v1−v2 6= 0 =⇒ v1−v2 ∈ Ker f =⇒ Ker f 6= 0.

Наслiдок 5.2. Вiдображення f ∈ L(V, W ) бiєктивне тодi i лише тодi, коли або
1) f сюр’єктивне та iн’єктивне (за означенням); або 2) Ker f = 0, Im f = W .

Має мiсце таке твердження.

Твердження 5.1. Якщо f ∈ L(V, W ) – лiнiйне i бiєктивне, то обернене вiдображе-
ння f−1 : W → V теж буде лiнiйним (i, звичайно, бiєктивним).

Доведення . Як означається f−1(w)? Вираз f−1(w) = v еквiвалентний f(v) = w.
Такий елемент v ∈ V iснує i єдиний, внаслiдок бiєктивностi. Отже, нам необхiдно
перевiрити такi властивостi: f−1(w1 + w2) = f−1(w1)+ f−1(w2) i f−1(λw) = λf−1(w).

Два елементи v1, v2 ∈ V рiвнi, v1 = v2 тодi i лише тодi, коли рiвнi їх образи f(v1) =
f(v2) (наслiдок взаємної однозначностi). Розглянемо f−1(w1 + w2) ∈ W i f−1(w1)+
f−1(w2) ∈ V . Подiємо f : f(f−1(w1 + w2)) = w1+ w2 (за означенням +f−1). З лiнiйно-
стi f та з визначення оберненого вiдображення випливає, що f(f−1(w1)+ f−1(w2)) =
f(f−1(w1))+ f(f−1(w2)) = w1+w2. пiд дiєю f обидва елементи стають рiвними w1+w2,
отже вони рiвнi мiж собою, звiдси f−1(w1 + w2) = f−1(w1)+ f−1(w2).

Аналогiчно доводиться твердження f−1(λw) = λf−1(w). дiємо вiдображенням f

на праву i лiву частини. f(f−1(λw))
df
= λw, f(λf−1(w)) = (f - лiн.) λ ff−1(w)) =

λw. Елементи стали рiвними, отже, вони були рiвними до цього, тобто виконується
рiвнiсть: f−1(λw) = λf−1(w).
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Бiєктивне лiнiйне вiдображення f ∈ L(V, W ) ще називається iзоморфiзмом. Якщо
f – iзоморфiзм, то, за доведеним, f−1 ∈ L(W,V ) – теж iзоморфiзм. В цьому випадку
простори V та W називають iзоморфними. Отже, V ∼ W , якщо iснує iзоморфiзм
f : V → W .

Твердження 5.2. Композицiя (суперпозицiя) лiнiйних вiдображень є лiнiйним вiд-
ображенням.

Доведення . Нам потрiбно довести, що для довiльних f ∈ L(V, W ) i g ∈ L(W,U)

виконується: g ◦ f ∈ L(V, U): V
f→ W

g→ U . Перевiримо, що для довiльних v1, v2 ∈ V
виконується (g ◦ f)(v1 + v2) = (g ◦ f)(v1)+ (g ◦ f)(v2) i для λ ∈ K, v ∈ V виконується
(g ◦ f)(λv) = λ(g ◦ f)(v). Розглянемо (g ◦ f)(v1 + v2) = g(f(v1 + v2))

f−лiн.
=

g(f(v1) + f(v2))
g−лiн.

= g(f(v1))+ g(f(v2))
означ. комп.

= (g ◦ f)(v1)+ (g ◦ f)(v2).
Перша рiвнiсть доведена, друга доводиться аналогiчно. Залишається як вправа.

Наслiдок 5.3. Якщо f ∈ L(V, W ) i g ∈ L(W,U) – iзоморфiзми, то g ◦ f ∈ L(V, U) –
теж iзоморфiзм (векторних просторiв).

Тобто добуток бiєкцiй – знову бiєкцiя.
Замiсть g ◦ f писатимемо gf , пропускаючи знак композицiї.

Лемма-означення 5.1. Сумою лiнiйних вiдображень f, g ∈ L(V, W ) називається
вiдображення f + g ∈ L(V, W ), задане формулою

∀v ∈ V (f + g)(v)
df
= f(v) + g(v);

для α ∈ K, f ∈ L(V, W ) добуток α на f визначається:

∀v ∈ V (λf)(v)
df
= λ(f(v)).

Перевiримо, що (f + g) та (λf) є знов лiнiйними.

I. (f + g) – лiнiйне вiдображення.

1. Нехай v1, v2 ∈ V , (f +g)(v1 +v2)
df
= f(v1 +v2)+ g(v1 +v2)

f,g−лiн
= (f(v1)+f(v2))+

(g(v1) + g(v2)) = f(v1)+ g(v1)+ f(v2) + g(v2)
df
= (f + g)(v1)+ (f + g)(v2). Отже,

(f + g)(v1 + v2) = (f + g)(v1)+ (f + g)(v2).

2. Для λ ∈ K i v ∈ V (f + g)(λv)
df
= f(λv)+ g(λv)

f,g−лiн
= λf(v)+ λg(v) = λ(f(v)+

g(v))
df
= λ((f + g)(v)). Отже, (f + g)(λv) = λ((f + g)(v)).

Доведенi властивостi означають, що f + g – лiнiйне вiдображення.

II. Аналогiчно перевiримо умову:

f ∈ L(V, W ), λ ∈ K =⇒ λf ∈ L(V, W ),

тобто λf – лiнiйне вiдображення. Для перевiрки обчислимо
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1. Для v1, v2 ∈ V , (λf)(v1+v2)
df
= λ(f(v1+v2)) =

f−лiн.
= λ(f(v1)+f(v2)) = λ(f(v1))+

λ(f(v2))
df
= (λf)(v1)+ (λf)(v2). Отже, (λf)(v1 + v2) = (λf)(v1)+ (λf)(v2).

2. Для λ, λ′ ∈ K i v ∈ V (λf)(λ′v)
df
= λf(λ′v))

f−лiн.
= λ(λ′f(v)) = (λλ′)f(v) =

(λ′λ)f(v) = λ′(λf(v))
df
= λ′((λf)(v)). Отже, (λf)(λ′v) = λ′(λf)(v)).

Ми довели, що означенi вище вiдображення f + g, λf : V → W знову будуть
лiнiйними.

Позначення. Нехай f ∈ L(V, W ). Через (−f) позначимо вiдображення

(−f) :

{
V −→ W
v 7→ −f(v) ∀v ∈ V.

Тодi (−f) ∈ L(V,W ) тому, що (−f) = (−1)f . Дiйсно, (−f)(v) = −f(v). З iншого
боку, ((−1)f)(v) = (−1)f(v) = −f(v).

Вiдображення 0 (= 0V,W ): V → W таке, що ∀v ∈ V 0V,W (v) = 0 ∈ W , є лiнiйним.

Твердження 5.3. Множина L(V, W ) для довiльних векторних просторiв V , W над
полем K утворює векторний простiр над полем K вiдносно операцiй ” + ”, ” · ”,
визначених вище, тобто

• f, g ∈ L(V, W ) =⇒ f + g ∈ L(V,W ).

• λ ∈ K, f ∈ L(V, W ) =⇒ λf ∈ L(V,W ).

Нулем в просторi L(V, W ) буде нульове вiдображення

• 0 : V → W : ∀v ∈ V 0(v) = 0 ∈ W .

Протилежне вiдображення до f ∈ L(V, W ) визначене як: (−f):

• ∀ v ∈ V (−f)(v) = −f(v) ∈ W .

Доведення . Щоб перевiрити, що L(V,W ) є векторним простором над K, необхiдно
ввести операцiї додавання та множення на скаляр:

” + ” :

{ L(V, W )× L(V,W ) −→ L(V,W )
(f, g) 7→ f + g

” · ” :

{
K× L(V,W ) −→ L(V,W )

(λ, f) 7→ λf

Такi операцiї вже введенi. Потрiбно перевiрити, що цi операцiї задовольняють аксi-
омам векторного простору 1–7.

В аксiомах векторного простору (коли ми будемо їх перевiряти для L(V,W )) в
правих i лiвих частинах рiвностей будуть знаходитись лiнiйнi вiдображення (елементи
L(V, W )).
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Два вiдображення, як вiдомо, рiвнi, коли вони однаково дiють на однаковi елемен-
ти. Тому для перевiрки аксiом векторного простору для L(V, W ) розглянемо довiльний
вектор v ∈ V i застосуємо до нього вiдображення з правої i лiвої частин вiдповiдної
аксiоми. Як результат одержимо деяку рiвнiсть в просторi W , яка виконується тому,
що вона вiдповiдає одночленнiй аксiомi векторного простору для W .

Виконаємо записану програму перевiрки для конкретних аксiом:

1. Аксiома асоцiативностi додавання. Для f, g, h ∈ L(V,W ) треба перевiрити (f +
g) + h = f + (g + h).

Застосуємо до v ∈ V праву i лiву частини:

((f + g) + h)(v) = (f + g)(v)+ h(v) = (f(v) + g(v) + h(v)).

(f + (g + h))(v) = f(v)+ (g + h)(v) = f(v)+ g(v)+ h(v).

Одержанi вектори рiвнi тому, що додавання векторiв асоцiативне.

2. Аксiома нуля. Для 0 ∈ L(V, W ), ∀f ∈ L(V, W ) мають виконуватися рiвностi
0 + f = f + 0 = f .

Для довiльного v ∈ V маємо

(0 + f)(v) = 0(v) + f(v) = 0 + f(v) = f(v) = f(v) + 0 = f(v) + 0(v) = (f + 0)(v)

Тут ми використали аксiому нуля 0 + f(v) = f(v) + 0 = f(v) в просторi W .

3. Аксiома протилежного елемента. ∀f ∈ L(V, W ) ∃(−f) ∈ L(V, W ) таке, що
виконується рiвнiсть: f + (−f) = (−f) + f = 0.

Для довiльного v ∈ V маємо

f(v) + (−f)(v) = (−f)(v) + f(v) = 0(v) ⇐⇒ f(v)− f(v) = −f(v) + f(v) = 0.

Але остання рiвнiсть вiрна в W .

4. Аксiома комутативностi додавання. Для довiльних f, g ∈ L(V,W ) f + g =
g+f , оскiльки f(v)+ g(v) = g(v)+ f(v) виконується в просторi W для довiльного
v ∈ V .

5. Аксiома асоцiативностi множення на скаляри. Для довiльних λ, µ ∈ K та
f ∈ L(V, W ) повинно виконуватися: λ(µf) = (λµ)f . Дiйсно, ∀ v ∈ V маємо:

[λ(µf)](v) = ((λµ)f)(v) ⇐⇒ λ((µf)(v)) = (λµ)f(v) ⇐⇒ λ(µf(v)) = (λµ)f(v).

Це випливає з асоцiативностi множення векторiв на скаляри в просторi W .

6. Аксiома одиницi. ∀ f ∈ L(V, W ) 1 · f = f , де 1 – одиниця в K.
Але (1 · f)(v) = 1 · f(v) = f(v) виконується в W .
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7. Аксiоми дистрибутивностi. Для довiльних λ, µ ∈ K та f, g ∈ L(V,W ) треба
перевiрити, що (λ + µ)f = λf+ µf або ((λ + µ)f)(v) = (λf+ µf)(v) ∀ v ∈ V .

((λ+µ)f)(v) = (λ+µ)f(v) = (λf)(v)+ (µf)(v) = λ ·f(v) + µ ·f(v) = (λf+ µf)(v).

Для доведення другої умови дистрибутивностi λ(f + g) = λf + λg застосуємо
умову дистрибутивностi в просторi W .

∀v ∈ V (λ(f + g))(v) = (λf+ λg)(v) ⇐⇒ λ((f + g)(v)) = (λf)(v)+ (λg)(v) ⇐⇒
λ(f(v) + g(v)) = λf(v)+ λg(v).

Отже, всi аксiоми векторного простору в L(V, W ) виконуються.
Наступна лема визначає деякi властивостi композицiї вiдображень.

Лемма 5.8. 1. Для довiльних f, g ∈ L(V, W ) та h ∈ L(W,U) має мiсце рiвнiсть
h(f + g) = hf+ hg, тобто V

f+g−→ W
h−→ U ⇐⇒ V

hf+hg−→ U .

2. Для довiльних f ∈ L(V,W ), h ∈ L(W,U), λ ∈ K виконується:

λ(hf) = (λh)f = h(λf).

Доведення .

1. Розглянемо довiльний v ∈ V i перевiримо рiвностi на цьому елементi.

(h(f + g))(v) = h((f + g)(v)) = h(f(v) + g(v)) = h(f(v))+ h(g(v)) = (hf)(v)+
(hg)(v) – перша рiвнiсть доведена.

2. Розглянемо v ∈ V , λ ∈ K.
(λ(hf))(v) = λ((hf)(v)) = λ(h(f(v))) = (λh)(f(v)) = ((λh)f)(v).

Тим самим ми довели λ(hf) = (λh)f . З iншого боку,

(λ(hf))(v) = λ((hf)(v)) = λ(h(f(v)) = h(λf(v)) = h(λf(v)) = (h(λf))(v).

Ми довели: λ(hf) = h(λf).

Зауваження. Рiвнiсть (g + h)f = gf+ hf для f ∈ L(V, W ) та g, h ∈ L(W,U) пере-
вiряється аналогiчно.

5.3 Базис та розмiрнiсть

Нехай V = {vi}i∈I є система векторiв з простору V над полемK. Система V називається
лiнiйно незалежною, якщо для довiльної лiнiйної комбiнацiї

∑
i∈I

λivi, λi ∈ K, з рiвностi
∑
i∈I

λivi = 0 випливає, що всi λi = 0, i ∈ I. Система V називається лiнiйно залежною

в протилежному випадку, тобто, якщо iснує деяка нетривiальна лiнiйна комбiнацiя∑
i∈I

λivi = 0 (де лише скiнченна кiлькiсть коефiцiєнтiв вiдмiнна вiд нуля).
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Приклад 5.2. Для простору V = Kn, n > 1, розглянемо систему векторiв {e1, . . . , en},

де ei = i




0
. . .
1
. . .
0



, (ei)j = δij, j = 1, . . . n.

Ця система є лiнiйно незалежною. Дiйсно:

λ1e1+ λ2e2 + . . . + λnen =




λ1

λ2

. . .
λn


 = 0 =⇒ λ1 = λ2 = . . . = λn = 0.

Нехай J ⊂ I. Система VJ = {vi}i∈J називається пiдсистемою системи V . Згiдно з
цим означенням, V = VI .

Якщо система V – лiнiйно незалежна, то довiльна її пiдсистема теж лiнiйно неза-
лежна.

Означення 5.3. Система векторiв V = {vi}i∈I називається базисом простору V ,
якщо для кожного v ∈ V iснує, причому єдиний набiр коефiцiєнтiв λi ∈ K, i ∈ I

такий, що v є лiнiйною комбiнацiєю v =
∑
i∈I

λivi.

Зауваження 5.2. Звичайно, iснує тiльки скiнченна кiлькiсть λi, вiдмiнних вiд 0.

Приклад 5.3. В просторi V = Kn система векторiв E = {e1, e2, . . . , en}, де

e1 =




1
0
. . .
0


, e2 =




0
1
. . .
0


, . . ., en =




0
0
. . .
1


, утворює базис простору V = Kn,

який називається стандартний базисом в Kn.

Зауваження 5.3. Базис у векторному просторi не єдиний (n > 1).

Приклад 5.4. В K2 маємо базиси: стандартний i, наприклад,
{(

1
1

)
,

(
0
1

)}
. Пе-

ревiрити, що це базис в K2.

Означення 5.4. Два простори V , W називаються iзоморфними, якщо iснує iзомор-
фiзм f : V → W .

Зауваження-лема. Вiдношення "бути iзоморфними" є вiдношенням еквiвален-
тностi.

Доведення . Позначимо iзоморфiзм просторiв через символ '. Отже, V 'W , якщо
iснує iзоморфiзм f : V → W .

Перевiримо властивостi еквiвалентностi.
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1. Рефлексивнiсть. V ' V тому, що вiдображення 1V : V → V , v 7→ v є лiнiйним i
бiєктивним.

2. Симетричнiсть. Якщо V ' W , то W ' V .
Якщо f : V → W – деякий iзоморфiзм, то обернене вiдображення f−1 : W → V

теж iзоморфiзм. Отже, W ' V .
3. Транзитивнiсть. Якщо V ' W i W ' U , то V ' U .
Чому? Нехай f : V → W , g : W → U – iзоморфiзми. Розглянемо композицiю

вiдображень gf : V → U (V f→W
g→ U). Композицiя iзоморфiзмiв – знову iзоморфiзм

тому, що gf – лiнiйне i бiєктивне. Звiдси випливає, що V ' U .

5.3.1 Допомiжнi твердження

Лемма 5.9. Нехай f : V → W – деякий iзоморфiзм, {v1, . . . , vk} – деяка система
векторiв в V . Тодi ця система буде лiнiйно залежною тодi i тiльки тодi, коли си-
стема {f(v1), . . ., f(vk)} буде лiнiйно залежною в W .

Доведення . Якщо
k∑

i=1

λivi = 0 – лiнiйна залежнiсть мiж векторами v1, . . . , vk, то,

застосовуючи f , одержуємо 0 = f(0) = f(
k∑

i=1

λivi)
лiн.
=

k∑
i=1

λif(vi), що дає лiнiйну зале-

жнiсть мiж векторами f(v1), . . ., f(vk). Застосовуючи f−1 : W → V , одержуємо

0 = f−1
( k∑

i=1

λif(vi)
)

=
k∑

i=1

λif
−1f(vi)

f−1f=1V=
k∑

i=1

λivi,

що дає лiнiйну залежнiсть мiж векторами v1, . . . , vk в V .

Лемма 5.10 (про короткi вектори). Припустимо, що в просторi Km є система ве-
кторiв {a1, . . . , an}, причому n > m. Тодi ця система є лiнiйно залежною.

Доведення . Запишемо вектори a1, . . . , an як стовпчики у виглядi

a1 =




a11

a21

. . .
am1


, a2 =




a12

a22

. . .
am2


, . . ., an =




a1n

a2n

. . .
amn


,

Тодi iснування лiнiйної залежностi мiж a1, . . . , an еквiвалентно тому, що система рiв-
нянь

x1a1 + x2a2 + . . . + xnan = 0 (∗)
має ненульовий розв’язок в Km, тобто iснують x1, . . . , xn ∈ K, не всi рiвнi 0, такi, що
виконується (∗).

(∗) – це рiвняння вiдносно векторiв. Але очевидно, що ця векторна рiвнiсть є систе-
мою лiнiйних рiвнянь вiдносно x1, . . ., xn. бiльше того, ця система однорiдна i матриця
її має вигляд:

60



A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
am1 am2 . . . amn


 .

В цiй матрицi кiлькiсть рядкiв менша кiлькостi стовпчикiв (або кiлькiсть рiвнянь
менше кiлькостi невiдомих). Ми довели (наслiдок з методу Гауса), що така система
має ненульовий розв’язок. Отже, вектори a1, . . . , am є лiнiйно залежнi.

Лемма 5.11 (про зайвий вектор). Припустимо, що система векторiв {v1, . . . , vk} з
простору V є лiнiйно незалежною, а v ∈ V – такий вектор, що система {v1, . . . , vk, v}
є лiнiйно залежною. Тодi вектор v єдиним способом лiнiйно виражається через

{v1, . . . , vk}, тобто v =
k∑

i=1

µivi, µi ∈ K.

Доведення . Система {v1, . . . , vk, v} – лiнiйно залежна. Запишемо, цю лiнiйну за-

лежнiсть:
k∑

i=1

λivi+ λv = 0, де λ1, . . ., λk, λ ∈ K i не всi вони дорiвнюють нулю. Тодi

λ 6= 0. Чому? Припустимо, λ = 0. Звiдси ми одержуємо, що
k∑

i=1

λivi = 0 i не всi λi рiвнi

0. Але це дає лiнiйну залежнiсть мiж v1, . . ., vk, що суперечить умовi. Отже, λ 6= 0.
Перепишемо рiвнiсть:

λv = −
k∑

i=1

λivi =
k∑

i=1

(−λi)vi.

Оскiльки λ 6= 0, то iснує λ−1 =⇒ v =
k∑

i=1

(−λi · λ−1)vi. Отже, ми представили v як

лiнiйну комбiнацiю vi.

Доведемо єдинiсть такого зображення. Припустимо, v =
k∑

i=1

µivi i v =
k∑

i=1

µ′ivi.

вiднiмемо цi рiвностi. Звiдси одержимо 0 = v − v =
k∑

i=1

(µi − µ′i)vi. Але, оскiльки v1,

. . ., vk – лiнiйно незалежнi, то µ1− µ′1 = 0, . . ., µk − µ′k = 0, тобто µ1 = µ′1, . . ., µk = µ′k.

5.3.2 Приклади-наслiдки

1. Система векторiв, в якiй є два рiвних вектори, лiнiйно залежна.
Розглянемо систему {v1, . . . , v︸︷︷︸

i

, . . . , v︸︷︷︸
j

, . . . , vk} (v = vi = vj). Задамо λ1 = 0,

λi = 1, λj = −1, . . ., λk = 0.
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2. Система векторiв, яка мiстить нульовий вектор, лiнiйно залежна.

Для системи {v1, . . . , 0︸︷︷︸
i

, . . . , vk} покладемо: λ1 = 0, . . ., λi = 1, . . ., λk = 0. Тодi

k∑
i=1

viλi = 0 i λi 6= 0.

3. Якщо в системi iснують два пропорцiйнi вектори, тобто для деяких i, j викону-
ється vi = λvi, то система лiнiйно залежна.

Перевiрити самостiйно.

4. Система, що складається з одного вектора, є лiнiйно залежною лише в тому разi,
якщо цей вектор нульовий.

5. Два вектори лiнiйно залежнi, якщо вони пропорцiйнi.

5.4 Векторнi простори типу Kn

Простiр V називається скiнченно вимiрним, якщо в ньому iснує скiнченний базис
B = {v1, . . . , vk}.
Лемма 5.12 (про координатизацiю). Кожен базис B = {v1, . . . , vk} визначає iзомор-
фiзм FB : V → Kn.

Навпаки, кожен iзоморфiзм F : V → Kn визначає деякий базис B (= B(F ) – це
означає залежнiсть вiд F ) такий, що F = FB.

Доведення . Припустимо, що дано базис B = {v1, . . . , vn}. Побудуємо FB : V → Kn.
Вiдомо, що v однозначно зображується у виглядi v = λ1v1+ . . . + λnvn. Тодi визначимо

FB(v) =




λ1

λ2

. . .
λn


 ∈ Kn. Таким чином, визначене вiдображення FB : V → Kn. Ясно,

що це вiдображення бiєктивне. Тому що по кожному набору λ1, . . ., λn однозначно

вiдновлюється вектор v = λ1v1+ . . . + λnvn. Тобто F−1
B




λ1

λ2

. . .
λn


 =

n∑
i=1

λivi. Залишилось

довести, що вiдображення FB – лiнiйне, тобто перевiрити, що FB(v + v′) = FB(v)+

FB(v′), v, v′ ∈ V i FB(λv) = λFB(v), λ ∈ K, v ∈ V . Припустимо, що v =
n∑

i=1

λivi –

однозначний запис v, v′ =
n∑

i=1

λ′ivi – однозначний запис v′, де λi ∈ K, λ′i ∈ K. Тодi
як записується вектор v + v′? Цей запис однозначний, тому будь-який запис буде
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правильним. Можемо його знайти так: v+v′ =
n∑

i=1

λivi+
n∑

i=1

λ′ivi =
n∑

i=1

(λi +λ′i)vi. Отже,

v+v′ ми представили у виглядi лiнiйної комбiнацiї v1, . . ., vn (зображення однозначне).

Тепер, за означенням, FB(v) =




λ1

. . .
λn


, FB(v′) =




λ′1
. . .
λ′n


 i FB(v + v′) =




λ1 + λ′1
. . .

λn + λ′n


.

Тепер рiвнiсть FB(v + v′) = FB(v)+ FB(v′) випливає з правил додавання векторiв.

Аналогiчно перевiряється, що FB(v) = λFB(v). Коли v =
n∑

i=1

λivi, то λv =
n∑

i=1

(λλi)vi.

Звiдси одержимо, що FB(v) =




λ1

. . .
λn


, а FB(λv) =




λλ1

. . .
λλn


. Звiдси одержуємо, що

FB(λv) = λFB(v) за правилом множення вектора на скаляр.
Отже, FB – лiнiйне вiдображення i iзоморфiзм.
Навпаки, припустимо, що заданий iзоморфiзм F : V → Kn. Тодi F ′ : Kn → V – теж

iзоморфiзм. Розглянемо в Kn стандартнi базиснi вектори ei =




0
1
. . .
0


, i = 1, . . . , n.

Введемо в просторi V систему векторiв {F−1(e1), . . . , F
−1(en)}, тобто запишемо v1 =

F−1(e1), v2 = F−1(e2), . . ., vn = F−1(en). Тодi стверджується, що система векторiв
v1, . . . , vn є базисом? Чому?

Розглянемо довiльний вектор v ∈ V i разом з ним F (v) ∈ Kn. Маємо: F (v) =


λ1

. . .
λn


 = λ1e1 + . . . + λnen – однозначний розклад. Застосуємо до цiєї рiвностi iзо-

морфiзм F−1 : Kn → V . Одержимо:

F−1F (v) = v = F−1(
n∑

i=1

λiei) =
n∑

i=1

λiF
−1(ei) =

n∑
i=1

λivi.

Отже, довiльний вектор v ∈ V представляється як лiнiйна комбiнацiя векторiв v1, . . . , vn.
Доведемо однозначнiсть цього розкладу.

Припустимо, v =
n∑

i=1

λivi =
n∑

i=1

λ′ivi. Застосуємо F : V → Kn. Зауважимо, що F (vi) =

F (F−1(ei)) = ei. Отже одержимо F (v) =
n∑

i=1

λiF (vi) =
n∑

i=1

λ′iF (vi), або ж
n∑

i=1

λiei =

n∑
i=1

λ′iei =⇒



λ1

. . .
λn


 =




λ′1
. . .
λ′n


 =⇒ розклад v однозначний.

Кажуть, що вибрати базис в просторi V – це прив’язати V до координатного про-
стору Kn.
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Означення 5.5. Якщо B = {v1, . . . , vn} – базис в V i v =
n∑

i=1

λivi, то числа λi ∈ K,

i = 1, . . . , n, називаються координатами вектора v в базисi B. Через [v]B =




λ1

. . .
λn




позначається вектор-стовпчик координат.

Лемма 5.13. Нехай V – скiнченно вимiрний простiр, B = {v1, . . . , vn} – базис. Тодi
довiльне сiмейство векторiв a1, . . ., aN ∈ V , N > n, лiнiйно залежне.

Доведення . Нехай FB = F : V → Kn – побудований iзоморфiзм. Тодi F (a1), . . .,
F (aN) лiнiйно залежнi в Kn, за лемою 5.10 про короткi вектори, оскiльки N > n. Але,
оскiльки F – iзоморфiзм, то вектори a1, . . ., aN – лiнiйно залежнi ⇐⇒ F (a1), . . .,
F (aN) – лiнiйно залежнi.

Теорема 5.1 (про розмiрнiсть). Припустимо, що простiр V має базис B = {v1, . . . , vn}.
Тодi довiльний iнший базис B′ = {v′1, . . . , v′m} мiстить ту саму кiлькiсть векторiв,
тобто n = m.

Доведення . Розглянемо iзоморфiзм FB : V → Kn. Вектори FB(v′1), . . ., FB(v′n) лi-
нiйно незалежнi, тому що v′1, . . ., v′n – лiнiйно незалежнi. (Вектори базису лiнiйно
незалежнi тому, що нульовий вектор зображується єдиним способом як лiнiйна ком-
бiнацiя векторiв базису 0 = 0 · v′1+ . . . + 0 · v′m). Звiдси випливає, що в n−вимiрному
просторi маємо m лiнiйно незалежних векторiв =⇒ n > m (за лемою 5.10 про короткi
вектори). Але B′ – теж базис.

Аналогiчно, розглядаючи iзоморфiзм FB′ : V → Rm, одержимо, що FB′(v1), . . .,
FB′(vn) – лiнiйно незалежнi =⇒ m > n.

Звiдси випливає, що m = n.
Отже, два довiльних базиси мiстять однакову кiлькiсть векторiв.

Означення 5.6. Кiлькiсть векторiв в базисi B не залежить вiд базису i називає-
ться розмiрнiстю скiнченно вимiрного простору V . Розмiрнiсть простору познача-
ється dim KV . Маємо

n = dim KV ⇐⇒ ∃B = {v1, . . . , vn} − базис.

В просторi Rn множина E = {e1, . . . , en} є базисом =⇒ dim KKn = n (тому що
стандартний базис мiстить рiвно n елементiв.) Отже, з цiєї точки зору розмiрнiсть
прямої дорiвнює dim RR1 = 1, площини – dim RR2 = 2, простору dim RR3 = 3.

Домовленiсть 7. Запис {vi}i∈I еквiвалентний запису {v1, . . . , vn}, якщо I = {1, . . . , n}.
Лемма 5.14. Нехай V – векторний простiр над полем K (надалi опускатимемо це
припущення), i V = {vi}i∈I – така система векторiв, що лiнiйна оболонка її збiгає-
ться з V , тобто (vi)i∈I = V . Тодi наступнi твердження еквiвалентнi.
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1. Система V = {vi}i∈I утворює базис.

2. Система V = {vi}i∈I лiнiйно незалежна.

Доведення . 1) =⇒ 2). Припустимо, V – базис. Тодi нульовий вектор (як i усякий
iнший) можна єдиним способом зобразити у виглядi лiнiйної комбiнацiї векторiв ба-
зису: v =

∑
i∈I

λivi. Але такий спосiб ми знаємо: λi = 0 ∀i ∈ I. Звiдси випливає, що

система V – лiнiйно незалежна.
2) =⇒ 1). Припустимо, ми маємо лiнiйно незалежну систему векторiв V = {vi}i∈I ,

причому V = (vi)i∈I є лiнiйна оболонка системи V . Доведемо, що для довiльного v ∈ V

iснує єдине зображення v =
∑
i∈I

λivi, λi ∈ K. Таке зображення iснує для довiльного

вектора v ∈ V тому, що v ∈ V = (vi)i∈I як лiнiйнiй оболонцi. Треба довести єдинiсть.
Припустимо, iснують два рiзних зображення v =

∑
i∈I

λivi, v =
∑
i∈I

λ′ivi. Одержимо 0 =

v − v =
∑
i∈I

(λi − λ′i)vi. Але, оскiльки система лiнiйно незалежна, звiдси випливає, що

λi = λ′i для довiльного i. Отже, маємо протирiччя.
З точки зору однозначностi розкладу достатньо перевiрити, чи єдиним способом

можна зобразити нуль.

Наслiдок 5.4 (про розмiрнiсть). Припустимо, що V – скiнченно вимiрний простiр
над K i W – iнший простiр над K такий, що V ' W . Тодi W – скiнченно вимiрний
i dim KW = dim KV .

Доведення. Нехай f : V → W – деякий iзоморфiзм (тобто взаємно однозначне
бiєктивне лiнiйне вiдображення). Тодi має мiсце така допомiжна

Лемма 5.15. Якщо f : V → W – iзоморфiзм i V = {v1, . . . , vn} – базис в V , то f(V) =
{f(v1), . . . , f(vn)} є базисом в просторi W .

Доведення . Стверджується, що лiнiйна оболонка (f(V)) системи f(V) рiвна про-
стору W . Чому? Розглянемо довiльний w ∈ W . Оскiльки f – iзоморфiзм, то f –
епiморфiзм (вiдображення "на") =⇒ ∃v ∈ V : w = f(v). Оскiльки V – базис в
просторi V , то iснують λ1, . . ., λn ∈ K такi, що v = λ1v1+ . . . + λnvn. Подiємо вiдобра-
женням f на праву i лiву частини рiвняння, одержимо f(v) = f(λ1v1+ . . . + λnvn) =
λ1f(v1)+ . . . + λnf(vn) =⇒ f(v) ∈ ((f(v)), або, що те саме, f(v) лiнiйно виражається
через f(v1), . . ., f(vn). Залишилось довести, що вектори f(v1), . . ., f(vn) лiнiйно неза-
лежнi. За попередньою лемою, щоб довести, що f(V) – базис, достатньо довести, що
f(V) – лiнiйно незалежна система. Припустимо протилежне. Розглянемо лiнiйну ком-
бiнацiю 0 = λ1f(v1)+ . . . + λnf(vn). f−лiн.

=⇒ 0 = f(λ1v1)+ . . . + f(λnvn)
f−лiн.
=⇒ 0 = f(λ1v1+

. . . + λnvn)
f−iзом.
=⇒ iснує обернене вiдображення f−1 : W → V ; застосуємо його, одержи-

мо f−1(0) = f−1(f(λ1v1+ . . . + λnvn))
f−1f=1V=⇒ λ1v1+ . . . + λnvn. Оскiльки {v1, . . . , vn} –
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базис, звiдси одержимо, що λ1 = λ2 = . . . = λn = 0. Тобто, ця залежнiсть тривiальна,
а отже, f(v1), . . ., f(vn) – лiнiйно незалежнi.

Доведемо наслiдок. Розглянемо базис B = {v1, . . . , vn} ⊂ V . За означенням, роз-
мiрнiсть dim KV = n. Якщо f : V → W – iзоморфiзм, то, як ми довели, f(B) =
{f(v1), . . . , f(vn)} є базисом в W . Але цей базис мiстить n векторiв. Звiдси одержуємо:
dim KW = n, отже dim KW = dim KV , i простiр W є скiнченно вимiрним.

5.5 Ранг системи векторiв

Пояснення: якщо є якесь поняття, яке може бути визначене кiлькома еквiвалентними
способами, то всi вони наводяться як означення, пiсля чого доводиться їх еквiвален-
тнiсть.

Лемма-означення 5.2. Нехай V – це скiнченно вимiрний простiр над K i V = {vi}i∈I

– система векторiв в V . Рангом системи векторiв r = rankV називається одне з
двох (рiвних мiж собою) чисел:

1. розмiрнiсть лiнiйної оболонки системи V;
2. кiлькiсть елементiв в максимальнiй лiнiйно незалежнiй пiдсистемi
{vi1 , . . . , vir} ⊂ {vi}i∈I .

Перше означення – бiльш теоретичного плану, друге – практичне.

Зауваження 5.4. З коректностi цього означення випливає, що двi максимальнi лi-
нiйно незалежнi пiдсистеми в системi V мають одну i ту саму кiлькiсть елементiв,
рiвну розмiрностi над полем K лiнiйної оболонки dim K(vi)i∈I .

Доведення . Доведення коректностi означення. Нехай {vi1 , . . . , vir} – це максималь-
на лiнiйно незалежна пiдсистема в системi V . Зауважимо, що r 6 dim KV за наслiд-
ком. Тодi розмiрнiсть лiнiйної оболонки (vi1 , . . . , vir) дорiвнює r, тому що vi1 , . . ., vir –
лiнiйно незалежнi, а отже утворюють базис в просторi V (в своїй лiнiйнiй оболонцi).

З iншого боку, довiльний vi ∈ V виражається через {vi1 , . . . , vir}. Чому? Тому що
vi1 , . . ., vir , vi вже лiнiйно залежнi =⇒ vi ∈ (vi1 , . . . , vir). Але оскiльки vi виражається
через {vi1 , . . . , vir} (лема про лiнiйнi оболонки систем векторiв), (vi)i∈I ⊂ (vi1 , . . . , vir).
З iншого боку, очевидне протилежне включення, а саме (vi1 , . . . , vir) ⊂ (vi)i∈I =⇒
Звiдси одержуємо як наслiдок

(vi1 , . . . , vir) ⊂ (vi)i∈I ⊂ (vi1 , . . . , vir) =⇒ (vi1 , . . . , vir) = (vi)i∈I

=⇒ r = dim K(vi1 , . . . , vir) = dim K(vi)i∈I .

Означення 5.7. Нехай A – m × n−матриця над полем K, A = (a1|a2| . . . |an) – зо-
браження у виглядi системи стовпчикiв. Тодi ранг системи векторiв {a1, a2, . . . , an}
називається стовпчиковим рангом матрицi A i позначається rankcLA.
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Лемма 5.16 (про ранг та розмiрнiсть образу). Нехай A – деяка m×n−матриця над
полем K, LA : V → W – вiдповiдне їй лiнiйне вiдображення. Тодi якщо матриця A
розбита на стовпчики A = (a1|a2| . . . |an), то

1) образ лiнiйного вiдображення є лiнiйною оболонкою векторiв a1, a2, . . . , an, тоб-
то Im LA = (a1, a2, . . . , an);

2) dim KIm LA = rankcLA.

Доведення . Розглянемо простiр Im LA ⊂ W (W = Km?) Тодi w ∈ Im LA ⇐⇒
∃ l ∈ Kn : w = LA(l). Розглянемо l.

∃l =




λ1

λ2

. . .
λn


 , λi ∈ K w = LA(l) = A




λ1

λ2

. . .
λn


 , ⇐⇒

∃l =




λ1

λ2

. . .
λn


 , λi ∈ K w = (a1|a2| . . . |an)




λ1

λ2

. . .
λn


 , ⇐⇒

∃l =




λ1

λ2

. . .
λn


 , λi ∈ K w = λ1a1 + λ2a2 + . . . + λnan),

тобто w ∈ (a1, . . . , an) – належить лiнiйнiй оболонцi. Отже, Im LA = (a1, a2, . . . , an).
Доведемо 2). dim KIm LA

за доведеним
= dim K(a1, . . . , an)

за означ.ст.рангу
= rankcA.

фiзичний змiст стовпчикового рангу. Ранг – це кiлькiсть правих частин, при яких
система має розв’язок.

Лемма 5.17 (про монотоннiсть розмiрностi). Нехай V – скiнченно вимiрний простiр
над полем K i W ⊂ V – пiдпростiр. Тодi

1) dim KW 6 dim KV ;
2) якщо dim KW = dim KV =⇒ W = V .

Доведення . Позначимо n = dim KV . Нагадаємо, що довiльнi n + 1 вектори v1, v2,
. . ., vn+1 ∈ V лiнiйно залежнi. Припустимо, що dim KW > dim KV = n.

Розглянемо деякий базис в W : B = {w1, . . . , wN}, де N = dim KW > n. Розглянемо
в базисi B першi n + 1 векторiв w1, w2, . . ., wn+1. Вони лiнiйно незалежнi, тому що B
– базис. З iншого боку, w1, w2, . . ., wn+1 ⊂ V =⇒ w1, w2, . . ., wn+1 – лiнiйно залежнi.
Причина протирiччя полягає в припущеннi, що розмiрнiсть бiльша.

Пункт 1) доведено.
Доведемо пункт 2. Використаємо наслiдок з леми про зайвий вектор.
Припустимо, що для деякого W ⊂ V dim KW = dim KW = n. Розглянемо базис W

B = {w1, . . . wn}. Нехай v ∈ V – довiльний вектор.
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Система векторiв {w1, . . . wn} лiнiйно незалежна (як базис в W ). Система векто-
рiв {w1, . . . wn, v} – лiнiйно залежна як система, що складається з n + 1 вектора в
n−вимiрному просторi V . Застосовуємо лему про зайвий вектор. Маємо v = λ1w1+
. . . +λnwn, λ1, . . ., λn ∈ K, отже v ∈ V .

Отже, одержали твердження

{v ∈ V =⇒ v ∈ W ⇐⇒ V ⊂ W}.

Навпаки, аналогiчно, W ⊂ V . Тодi V ⊂ W ⊂ V ⇐⇒ V = W .

Теорема 5.2 (про розмiрнiсть ядра та образу). Нехай f : V → W – лiнiйне вiдобра-
ження векторних просторiв над полем K i припустимо, що простiр V – скiнченно
вимiрний. Тодi Ker f ⊂ V , Im f ⊂ W – скiнченно вимiрнi i

dim KKer f + dim KIm f = dim KV.

Який фiзичний змiст цiєї формули? Ядро вимiрює те, що пропало при вiдображен-
нi, образ – це те, що залишилось. Їх сума – iнварiант.

Перш за все зауважимо, що Ker f , Im f – скiнченно вимiрнi простори. Це випли-
ває з наступної леми.

Лемма 5.18. 1. Якщо U – пiдпростiр V i V її скiнченно вимiрний, то U – також
скiнченно вимiрний.

2. Якщо f : V → W – лiнiйне вiдображення i V – скiнченно вимiрний, то Im f –
теж скiнченно вимiрний.

Доведення . Доведення 1 випливає з леми про монотоннiсть.
Доведемо 2. Нехай dim KV = n. Тодi в просторi Im f довiльнi n + 1 вектори w1,

. . ., wn+1 ∈ Im f лiнiйно залежнi. Чому? Оскiльки wi ∈ Im f , то iснують v1, . . ., vn+1

∈ V , такi що wi = f(vi) для довiльного i = 1, . . ., n + 1. Розглянемо v1, . . ., vn+1 ∈ V .
Оскiльки dim KV = n, то цi вектори лiнiйно залежнi. Тобто λ1v1+ . . . +λn+1vn+1 = 0
i не всi λi = 0. Подiємо f на праву i лiву частини. Одержимо 0 = f(0) = f(λ1v1 + . . .

+λn+1vn+1)
f−лiн
= λ1f(v1)+ . . . +λn+1f(vn+1) = λ1w1+ . . . +λn+1vn+1. Ми показали, що

w1, . . ., wn+1 – лiнiйно залежнi, а отже Im f – скiнченно вимiрний.
Доведення теореми. Побудуємо спецiальний базис в просторi V .
Розглянемо деякий базис {v1, . . . , vs} пiдпросторуKer f . При цьому s = dim KKer f .

Розглянемо вiдображення f : V → W i виберемо в Im f деякий базис {w1, . . . , wr}
⊂ W . Тодi кожен wi є образом деякого елемента з простору V . Це означає: wi =
f(vs+i), i = 1, . . . , r. Одержимо в V r елементiв vs+1, . . ., vs+r. Розглянемо таку систе-
му векторiв в просторi V

V = {v1, . . . , vs, vs+1, . . . , vs+r}.

Стверджується, що система V ⊂ V є базисом простору V . Для цього потрiбно довести,
що
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1. система V – лiнiйно незалежна;

2. лiнiйна оболонка системи (V) дорiвнює всьому простору V .

Звiдси випливатиме (за деякою попередньою лемою), що V – базис V .
Доведемо лiнiйну незалежнiсть. Припустимо, що для λ1, . . ., λn+r ∈ K виконується

така рiвнiсть:
λ1v1 + . . . + λsvs + λs+1vs+1 + . . . + λs+rvs+r = 0.

Доведемо, що λ1 = . . . = λs = λs+1 = . . . = λs+r = 0. Подiємо на цю рiвнiсть f .
Одержимо λ1f(v1)+ . . . + λsf(vs)+ λs+1f(vs+1)+ λs+rf(vs+r) = 0. Оскiльки {v1, . . . , vs}
⊂ Ker f , то λ1f(v1)+ . . . +λsf(vs) = 0 + . . . + 0 = 0. З iншого боку, f(vs+i) = wi.
рiвнiсть перепишеться у виглядi λs+1w1+ . . . +λs+rwr = 0. Але {w1, . . . , wr} – базис
в Im f , звiдси одержимо, що λs+1 = . . . = λs+r = 0. Тодi λ1v1+ . . . +λsvs = 0. Але
{v1, . . . , vs} – базис Ker f , звiдси випливає, що λ1 = . . . = λs = 0.

Залишилося довести, що довiльний вектор v ∈ V є лiнiйною комбiнацiєю векторiв
v1, . . ., vs, vs+1, . . ., vs+r. Або, що (V) = V .

Розглянемо довiльний вектор v ∈ V . Тодi f(v) ∈ Im f =⇒ f(v) виражається через
базис w1, . . ., wr. Запишемо f(v) = µ1ww+ . . . +µrwr, µ1, . . ., µr ∈ K.

Розглянемо елемент v′ ∈ V , v′ = µ1vs+1+ . . . µrvs+r. Тодi v − v′ ∈ Ker f . Чому?
f(v−v′) = f(v)− f(v′) = µ1w1+ . . . µrwr− f(µ1vs+1+ . . .+µrvs+r)

f−лiн
= µ1w1+ . . . µrwr−

µ1f(vs+1)−. . .− µrf(vs+r) = µ1w1+ . . . µrwr− µ1w1− . . .− µrwr = 0. Отже, f(v−v′) = 0
=⇒ v − v′ ∈ Ker f =⇒ v − v′ = λ1v1 + . . . +λsvs (зображення через базис ядра).
Звiдси одержуємо, що v = λ1v1 + . . . +λsvs +v′ = λ1v1 + . . . +λsvs+ µ1vs+1+ . . . +µrvs+r

=⇒ v ∈ (V) = (v1, . . . , vs, vs+1, . . . , vs+r). Ми довели, що {v1, . . . , vs, vs+1, . . . , vs+r} –
базис простору V . Звiдси dim KV = s + r. З iншого боку, {v1, . . . , vs} – базис Ker f .
Звiдси dim KKer f = s. Оскiльки {w1, . . . , wr} – базис образу Im f , то dim KIm f = r.
Ми одержали: s + r = n, тобто dim KKer f+ dim KIm f = dim KV .

Доведення теореми закiнчено.
Наслiдки.
Застосуємо цю теорему у випадку, коли f = LA, де A – m × n−матриця i LA :

Kn → Km. В цьому випадку V = Kn, W = Km. Що таке Ker LA? Ker LA = L –
простiр розв’язкiв однорiдної системи Ax = 0. Його розмiрнiсть dim KKer LA = s, де
s – кiлькiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв в ФСР системи Ax = 0.

Що таке dim KLA? dim KLA = rankcA = r. В цьому випадку доведена теорема дає
наслiдок n = s + r , тобто, кiлькiсть невiдомих дорiвнює кiлькостi лiнiйно незалежних
векторiв в Im LA плюс ранг матрицi. Зокрема, система Ax = b буде визначеною (ма-
тиме єдиний розв’язок) ⇐⇒ n = r , тобто коли стовпчиковий ранг матрицi дорiвнює
кiлькостi невiдомих.

Дослiдимо, коли система буде сумiсною.

Теорема 5.3 (Кронекера-Капелi). Нехай A – це m× n−матриця над полем K, A =
(a1 | . . . | an) – розклад на стовпчики. Система Ax = b буде сумiсною тодi i тiльки
тодi, коли

rank(a1 | . . . | an) = rank(a1 | . . . | an | b)
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або стовпчиковий ранг матрицi системи дорiвнює стовпчиковому рангу розширеної
матрицi системи: rankcA = rankcA.

Доведення . Зауважимо, що, згiдно з означенням, rankc(a1 | . . . | an) дорiвнює
рангу системи векторiв (a1, . . . , an).

Система Ax = b сумiсна ⇐⇒ ∃ l =




λ1

λ2

. . .
λn


 такий, що Al = b ⇐⇒ ⇐⇒ ∃




λ1

λ2

. . .
λn


 такий, що λ1a1+ . . . +λnan = b ⇐⇒ Al = λ1a1+ . . . +λnan ⇐⇒

b ∈ (a1, . . . , an) ⇐⇒ (a1, . . . , an) = (a1, . . . , an,b) ⇐⇒ (a1 | . . . | an) = (a1 | . . . | an | b).
З рiвностi цих просторiв одержимо, що b ∈ (a1, . . . , an).

Навпаки, якщо b ∈ (a1, . . . , an), то (a1, . . . , an,b) ⊂ (a1, . . . , an) – пiдпростiр. Отже,
(a1, . . . , an,b) = (a1, . . . , an). Але оскiльки (a1, . . . , an) завжди є пiдпростором в про-
сторi (a1, . . . , an,b), вони будуть рiвними тодi i лише тодi, якщо dim K(a1, . . . , an,b) =
dim K(a1, . . . , an). За означенням, звiдси маємо rank(a1 | . . . | an | b) = rank(a1 | . . . |
an).

6 Системи лiнiйних рiвнянь
1. Розглянемо A – m× n−матриця над K. Розглянемо однорiдну систему рiвнянь

Ax = b.

Нехай L ⊂ Kn – множина розв’язкiв системи Ax = 0. Ми довели, що L = Ker LA,
де LA : Kn → Km, таке що LA(l) = Al, l ∈ Kn.

Наслiдок. Множина L є пiдпростором в просторi Kn.
Доведення. Якщо f : V → W – лiнiйне вiдображення, то Ker f ⊂ V – пiдпростiр.

Але L = Ker LA.

Означення 6.1. Система {l1, . . . , lt} ⊂ L називається фундаментальною систе-
мою розв’язкiв або ФСР, якщо довiльний розв’язок l ∈ L однозначно представляє-

ться у виглядi лiнiйної комбiнацiї l =
t∑

i=1

λili. Еквiвалентне означення: {l1, . . . , lt} є

ФСР ⇐⇒ {l1, . . . , lt} є базисом в просторi розв’язкiв L.
1. Iснування ФСР. Сформулюємо твердження (бiльш загального характеру, з якого

випливає iснування).

Твердження 6.1. Наступнi два твердження еквiвалентнi.
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1. Простiр V скiнченно вимiрний.

2. iснує таке N ∈ N, що довiльнi N векторiв v1, . . ., vn є лiнiйно залежними.

Доведення . 1 =⇒ 2. Якщо V – скiнченно вимiрний, то iснує iзоморфiзм f : V →
Kn (n = dim KV ). Тодi покладемо N = n+1. Якщо v1, . . ., vn+1 ∈ V довiльнi, подiємо на
них f . f(v1), . . ., f(vn+1) ∈ Kn є лiнiйно залежними в Kn. Подiємо f−1. Звiдси випливає,

що v1, . . ., vn+1 теж лiнiйно залежнi. Чому? Якщо
n−1∑
i=1

λif(vi) = 0
f−1

=⇒
n−1∑
i=1

λivi = 0.

Навпаки, 2 =⇒ 1. Припустимо, що iснує N таке, що v1, . . ., vN ∈ V – завжди
лiнiйно залежнi. Тодi виберемо максимальну лiнiйно незалежну систему векторiв v1,
. . ., vn ∈ V (Звичайно, n < N). Тодi система V = {v1, . . . , vn} буде базисом. Чому?
Розглянемо довiльний вектор v ∈ V i систему {v1, . . . , vn, v}. Внаслiдок максимально-
стi {v1, . . . , vn, v} (за лемою про лiнiйний вектор) система {v1, . . . , vn, v} буде лiнiйно
залежна i вектор v виражається через v1, . . ., vn.

Отже, для довiльного вектора v ∈ V одержали, що v ∈ (v1, . . . , vn), тобто V =
(v1, . . . , vn), а оскiльки, крiм того, {v1, . . . , vn} – лiнiйно незалежна система, то V =
{v1, . . . , vn} є базисом простору V .

Наслiдок (з доведення). Якщо dim KV = n i v1, . . ., vN ∈ V , причому N > n, то
система {v1, . . . , vN} – лiнiйно залежна.

Наслiдок 6.1. В множинi L iснує ФСР. Якщо {l1, . . . , lt} i {l′1, . . . , l′s} – двi такi
системи, то t = s.

Доведення . Як ми довели ранiше, L є пiдпростором в просторi Kn =⇒ e1, e2, . . .,
en+1 ∈ L – деякi вектори, то вони є лiнiйно залежними. Чому? Тому що L ⊂ Kn, а в
Kn довiльнi n + 1 векторiв лiнiйно залежнi. Звiдси, за доведеною лемою, одержимо,
що L – скiнченно вимiрний простiр =⇒ в L iснує скiнченний базис l1, . . ., lt: якщо
l′1, . . ., l′s – iнший базис, то t = s. Але базис в L′ – це те саме, що ФСР.

Отже, t – це iнварiант нашої системи – кiлькiсть векторiв в ФСР. Слово iнварiант
означає те, шо не змiнюється при рiзних перетвореннях системи.

В методi Гауса t – кiлькiсть вiльних невiдомих.

6.1 Будова множини розв’язкiв сумiсної системи

Твердження 6.2. Нехай Ax = b – деяка сумiсна лiнiйна система рiвнянь, Lb – це
множина всiх її розв’язкiв, L = L0 – множина розв’язкiв однорiдної системи Ax = 0,
x0 – довiльний розв’язок (частковий). Тодi має мiсце така рiвнiсть

Lb = x0 + L = {x0 ∈ B‖ l ∈ L}.

Доведення . Розглянемо довiльний вектор з x0 +L. Доведемо, що вiн є розв’язком.

x0 + l ∈ x0 + L =⇒ A(x0 + l)
f−дистр.

=⇒ Ax0 + al0b + 0.
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x0 ∈ Lb, l ∈ L0 =⇒ x0 + l ∈ Lb.

Навпаки, нехай y ∈ Lb, тобто Ay = b. Розглянемо l = y − x0. Тодi l ∈ L. Чому? Тому,
що Al = A(y − x0) = Ay− Ax0 = b − b = 0 =⇒ l ∈ L. Тому y має вигляд x0 + L, де
l ∈ L =⇒ y ∈ x0 + L.

Отже, довiльний вектор x0 + l є розв’язком, i навпаки, довiльний розв’язок y має
вигляд x0 + l, l ∈ L.
Означення 6.2. Нехай W ⊂ V – деякий пiдпростiр i v0 ∈ V – деякий вектор. Мно-
жина векторiв виду v0 +W = {v0 +w |w ∈ W} називається афiнним пiдпростором
(який, взагалi кажучи, не є векторним пiдпростором). Отже, множина розв’язкiв
x0 + L – це афiнний пiдпростiр.

Вправа 1. w0 + W буде векторним пiдпростором в W ⇐⇒ w0 ∈ W i тодi w0 + W
= W . 2. v0 + W = v′0 + W ⇐⇒ v0 + v′0 ∈ W .

6.2 Базиси i лiнiйнi вiдображення

Твердження 6.3 (про лiнiйне вiдображення i базис). Нехай f : V → W – лiнiйне
вiдображення деякий векторних просторiв i B = vii∈I – деякий базис з простору V .
Тодi лiнiйне вiдображення f : V → W однозначно визначається своїм обмеженням
на базис Φ (= ΦB) = fB : B → W . Навпаки, кожне вiдображення множин Φ : B → W
однозначно визначає лiнiйне вiдображення f : V → W таке, що fB = Φ : B → W .

Доведення . Припустимо, що ми маємо два лiнiйних вiдображення f , f ′ : V → W ,
причому f |B = f ′|B (це означає, що ∀ i ∈ I f(vi) = f ′(vi)). Доведемо, що f = f ′, тобто
∀ v ∈ V виконується f(v) = f ′(v). Як?

1. Вектор v розкладається за базисом B, тобто v =
∑
i∈I

λivi. Тодi f(v) = f(
∑
i∈I

λivi)

f−лiн.
=

∑
i∈I

λif(vi)
за умовою

=
∑
i∈I

λif
′(vi) = f ′(

∑
i∈I

λivi) = f ′(v). Отже, f(v) = f ′(v).

Однозначно визначається.
Навпаки, припустимо, що задане деяке вiдображення Φ : B → W . Побудуємо лi-

нiйне вiдображення f ∈ L(V, W ) таке, що f |B = Φ. За доведеним, таке f – єдине.
Нам необхiдно визначити f(v) для довiльного v ∈ V , знаючи, що для довiльного

vi ∈ B виконується f(vi) = Φ(vi). Як визначити f(v)? Для цього розкладемо v за
базисом: v =

∑
i∈I

λivi. Якщо f – лiнiйне, то повинно було б виконуватись: f(v) =

∑
i∈I

λif(vi). Тодi покладемо f(v) =
∑
i∈I

λif(vi). Це коректне означення, тому що розклад

v =
∑
i∈I

λivi єдиний.

Залишилось перевiрити, що побудоване f – лiнiйне вiдображення.
1. Необхiдно перевiрити: f(v + v′) = f(v)+ f(v′).

72



Запишемо розклад за базисом: v =
∑
i∈I

λivi, v′ =
∑
i∈I

λ′ivi =⇒ v + v′ =
∑
i∈I

λivi+

∑
i∈I

λiv
′
i =

∑
i∈I

(λi + λ′i)v
′
i. За означенням, f(v) =

∑
i∈I

λiΦ(vi), f(v′) =
∑
i∈I

λ′iΦ(vi). Тодi

f(v) + f(v′) =
∑
i∈I

λiΦ(vi)+
∑
i∈I

λ′iΦ(vi) =
∑
i∈I

(λi + λ′i)Φ(vi) = f(v + v′). Отже, ми довели

рiвнiсть f(v)+ f(v′) = f(v + v′).
Аналогiчно перевiряється рiвнiсть f(λv) = λf(v). Коли v =

∑
i∈I

λivi =⇒ λv =

∑
i∈I

(λλi)vi (враховуючи, що розклад за базисом однозначний). Тодi, за означенням,

f(λv) =
∑
i∈I

(λλi)Φ(vi) = λ
∑
i∈I

(λi)Φ(vi) = λf(v).

Ще потрiбна перевiрка, чому f(vi) = Φ(vi). Коли v = vi, то розклад v за базисом
має вигляд vi = 1 · vi (коефiцiєнти при рештi базисних векторiв дорiвнюють нулю, а
при vi – 1). Тодi vi = 1 · vi+ . . .. За означенням f , f(vi) = 1 · Φ(vi) + 0 . . . = 1 · Φ(vi) =
Φ(vi).

Отже, кожне лiнiйне вiдображення визначається своїм значенням за базисом, i
навпаки, коли задане вiдображення на базисi, його можна продовжити на весь простiр
за формулою.

Наслiдки (для скiнченно вимiрних просторiв).
1. Нехай f : V → W i B – деякий базис в просторi V . Тодi f = 1V ⇐⇒ f |B = 1B,

тобто для довiльного vi ∈ B Φ(vi) = vi.
2. Нехай f : V → W – лiнiйне вiдображення i B = {vi | i ∈ I} – базис в просторi V .

Тодi f є iзоморфiзмом ⇐⇒ f(B) = {f(vi)‖ i ∈ I} є базисом в просторi W .
Доведення . Якщо f – iзоморфiзм, тодi f(B) є базисом, тому що лiнiйна оболонка

(f(vi) | i ∈ I) = W i f(B) – лiнiйно незалежна система.
Навпаки, припустимо, що f(B) – базис простору W . Задамо вiдображення Γ : f(B)

→ V , а саме, Γ(f(vi)) = vi для довiльного vi ∈ B. Тодi вiдображення Γ однозна-
чно визначає лiнiйне вiдображення g : W → V , причому таке, що g(f(vi) = vi. Тодi
стверджується, що gf = 1V . Чому? Тому що на кожному базисному векторi vi ∈ B
виконується (gf)vi = g(f(vi)) = vi = 1V · vi – за означенням, оскiльки f(vi) ∈ f(B).
Отже, gf = 1V .

Аналогiчно, fg = 1W . Чому? Подiємо fg на базисний вектор f(vi) ∈ f(B).
(fg)(f(vi)) = f(g(f(vi))) = f(vi) =⇒ fg = 1V . Звiдси робимо висновок, що f –

бiєкцiя, тобто iзоморфiзм.

Зауваження 6.1. Нехай A - m× n-матриця над полем K i A = (a1| . . . |an), LA : Kn

→ Km - вiдповiдне цiй матрицi лiнiйне вiдображення, ei - стандартний базисний

вектор. Тодi LA(ei) = Aei = (a1 . . . an)




0
...
1
...


 = ai. пiдсумок: LA(ei) = ai.
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Має мiсце таке твердження

Твердження 6.4. Нехай f ∈ L(Kn,Km) (тобто вiдображення мiж координатними
векторними просторами). Тодi iснує i єдина матриця A = [f ], така що LA = f . бiль-
ше того, [] : L(Kn,Km) → Matm×n(K) (простiр матриць) є iзоморфiзмом векторних
просторiв.

Доведення . Нехай f ∈ L(Kn,Km). Позначимо через ai ∈ Km вектор ai = f(ei),
i = 1, . . . ,m i введемо матрицю

A = (a1|a2| . . . |an).

Тодi LA = f . Чому? Обидва вiдображають Kn → Km. Досить перевiрити, що вони
збiгаються на базисних векторах {ei}i=1,...,n. Перевiримо.

f(ei) = ai, за означенням ai.
LA(ei) = Aei, за попереднiм зауваженням.
Отже, LA = f .

Матрицi утворюють координатний векторний простiр Matm×n(K) розмiрностi m×
n.

Позначимо побудовану матрицю A через [f ] i доведемо для f, g ∈ L(Kn,Km), що

[f + g] = [f ] + [g]; [λf ] = λ[f ].

Доведення . Позначимо [f ] = A, [g] = B, тобто f = LA, g = LB. Нехай A =
(a1| . . . |an), B = (b1| . . . |bn). Тодi матриця A+B запишеться у виглядi (a1+b1| . . . |an+
bn). Тодi (f + g)(ei) = f(ei)+ g(ei) = ai+ bi. Але це є i−тим стовпчиком в матрицi
A + B, отже це дорiвнює LA+B(ei).

Звiдси випливає: [f + g] = [f ] + [g].
Вправа. Другу рiвнiсть перевiрити самостiйно.
Остаточний висновок:
вiдображення з L(Kn,Km) в Matm×n(K) є лiнiйне вiдображення. Воно бiєктивне,

тому що кожне вiдображення з L(Kn,Km) однозначно визначається своєю матрицею.

6.3 Множення матриць

Нехай маємо простори Kn, Km, Kl. Розглянемо деякi лiнiйнi вiдображення

Kn LA=⇒ Km LB=⇒ Kl

Композицiя лiнiйного вiдображення LBLA – це деяке лiнiйне вiдображення. За до-
веденим, LBLA = LC : Kn → Kl. Отже, повинно iснувати правило обчислення матрицi
C за матрицями B та A.

Нехай A = (aij)16i6m,16j6n, B = (bij)16i6l,16j6m.
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Мнемонiчне правило. На входi матриця B розмiру l × m та матриця A розмiру
m× n; на виходi матриця розмiру l × n.

B · A =⇒ C
l ×m m× n l × n

Лемма-означення 6.1. В наведенiй ситуацiї l × n−матриця C така, що LC =
LBLA, називається добутком матриць B i A i позначається B ×A. (i, j)−тий еле-
мент матрицi C = (cij)16i6l,16j6n визначається за формулою

cij =
m∑

k=1

bikaki, 1 6 i 6 l, 1 6 j 6 n.

Доведення (формули). Застосуємо LC до ej:
LC(ej) = LBLA(ej) = LB(LA(ej)) = LB(aj).

Запишемо B = (b1 . . . bm). Тодi B(aj) = Baj = (b1 . . . bm)




a1j

a2j

. . .
amj


 = a1jb1+ a2jb2 +

. . . +amjbm.
вiзьмемо в цьому стовпчику елемент, який знаходитьcя на i−тому мiсцi. Маємо

bi1a1j+ bi2a2j + . . . +bimamj = cij.
Ми одержали формулу для множення матриць.

Означення 6.3. m × n−матриця A називається обертовною, якщо вiдображення
LA є iзоморфiзм.

Наслiдок. 1. Якщо A – обертовна, то m = n. 2. A – обертовна ⇐⇒ ∃ n ×
n−матриця B, така що AB = BA = En.

Зауваження 6.2. Коли X та Y деякi матрицi, то запис XY автоматично означає,
що довжина рядка матрицi X дорiвнює висотi стовпчика матрицi Y .

Властивостi
1) Асоцiативнiсть
(CB)A = C(BA), A, B, C – деякi матрицi A ∈ Matm×n(K), B ∈ Matl×m(K), C ∈

Matk×l(K).
Доведення . Розглянемо лiнiйне вiдображення K nLA=⇒ K mLB=⇒ K lLC=⇒ K
(CB)A = C(BA) ⇐⇒ L(CB)A = LC(BA)

L(CB)A
def
=⇒ LCB · LA = (LC · LB) · LA.

З iншого боку, LC(BA) = LC ·LBA = LC(LB ·LA). Композицiя вiдображень асоцiатив-
на, отже (LC ·LB) ·LA = LC(LB ·LA) = LCB ·LA = (LC ·LB) ·LA =⇒ (CB)A = C(BA)

2) A(B + C) = AB + AC, (A + B)C = AC + BC
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Доведення . Доведемо першу властивiсть, друга доводиться аналогiчно.
A ∈ Matl×n(K) B, C ∈ Matm×n(K)
A(B + C) = AB + AC ⇐⇒ LA(B+C) = LAB + LAC

Kn LB+C
=⇒ Km LA=⇒ Kl

LA(B+C) = LA · LB+C = LA(LB + LC) = LA · LB + LA · LC = LAB + LAC = LAB+AC

=⇒ A(B + C) = AB + AC.

3. In – одинична матриця In =




1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . 1 0
0 . . . 0 1


,

Для довiльної A ∈ Matm×n(K) має мiсце ImA = AIn = A.
Доведення . Зауважимо, що LIm = idKm . Щоб довести, що ImA = A, розглянемо

LImA = LIm · LA = idKm ·LA = LA =⇒ ImA = A.

Завдання 6.1. 1. Доведiть рiвнiсть AIn = A (доводиться аналогiчно попере-
днiй).

2. Доведiть рiвнiсть ImA = AIn = A за допомогою формули множення матриць.

Нехай A ∈ Matm×n(K), B ∈ Matl×m(K), λ ∈ K. Тодi λ(BA) = (λB)A = B(λA) –
використовуючи властивiсть лiнiйного вiдображення з леми 5.8.

Означення 6.4. Матриця A називається обертовною, якщо вiдображення LA є iзо-
морфiзмом.

Зауважимо, що якщо для A ∈ Matm×n(K) вiдображення LA : Kn → Km є iзомор-
фiзмом, то n = m (матриця A квадратна).

Варiант означення.

Лемма 6.1. A ∈ Matn×n(K) є обертовною, тодi i лише тодi, коли iснує матриця
A−1 ∈ Matn×n(K) така, що AA−1 = A−1A = In.

Доведення . Якщо LA : Kn → Km iзоморфiзм, то обернене вiдображення (LA)−1 :
Kn → Km теж лiнiйне, тому (LA)−1 = LB для деякої матрицi B ∈ Matn×n(K). Тодi
LALB = idKn , LBLA = idKn , звiдки одержимо LAB = idKn , LBA = idKn . Оскiльки
idKn = LIn , то звiдси одержимо AB = In, BA = In. Покладемо A−1 = B.

Навпаки, нехай iснує така матриця A−1, що AA−1 = A−1A = In. Розглянувши
вiдповiдне лiнiйне вiдображення LAA−1 = LA−1A = LIn , одержимо, що LA · LA−1 =
LA−1 · LA = idKn , звiдки LA – iзоморфiзм.

Загальне зауваження.
З означення випливає, що A−1 – єдина така матриця для A (A−1 – матриця лiнiй-

ного вiдображення (LA)−1). Але єдинiсть A−1 можна вивести з властивостi AA−1 =
A−1A = In. Дiйсно, припустимо, що iснують такi матрицi X, Y ∈ Matn×n(K), що
XA = In, AY = In. Тодi X = XIn = X(AY )

f−асоц.
=⇒ (XA)Y = InY = Y , тодi одержимо

X = Y .
Множина усiх обертовних матриць порядку n позначається GLn(K) ⊂ Matn×n(K).
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Лемма 6.2. 1. Якщо A,B ∈ GLn(K), то AB ∈ GLn(K). Бiльше того, (AB)−1 =
B−1A−1.

2. Якщо A ∈ GLn(K), то A−1 ∈ GLn(K), бiльше того, (A−1)−1 = A тому, що для
(A−1)X = X(A−1) = In виконується X = A.

Доведення . Достатньо знайти таку матрицю X, що X(AB) = (AB)X = In. По-
кладемо X = B−1A−1. Тодi (B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1InB = B−1B = In.

Операцiя транспонування.
Транспонування – вiдображення t : Matm×n(K) → Matn×m(K), яке задається для

кожної пари m,n ≥ 1 за правилом: A
t

=⇒ At,
(At)ij = Aji, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m.

Приклад 6.1.

A =




1 2
3 4
5 6


 t

=⇒ At =

(
1 3 5
2 4 6

)
.

Приклад 6.2. Операцiя транспонування матриць у випадку n = 1 або m = 1 спiв-
ставляє вектори-рядки та вектори-стовпчики однакових вимiрiв. Маємо



λ1

λ2

. . .
λn




t

=
(

λ1 λ2 . . . λn

)
,

(
λ1 λ2 . . . λn

)t
=




λ1

λ2

. . .
λn


.

Лемма 6.3 (властивостi транспонування). 1. Транспонування t : Matm×n(K) →
Matn×m(K) є лiнiйним вiдображенням, тобто (A + B)t = At + Bt, (λA)t = λAt,
A,B ∈ Matm×n(K), λ ∈ K.

2. Якщо A ∈ Matm×n(K), B ∈ Matl×n(K), то (BA)t = AtBt.

3. (At)t = A, I t
n = In.

4. A ∈ GLn(K) =⇒ At ∈ GLn(K), (At)−1 = (A−1)t.

Доведення .

1. ((A + B)t)ij = (A + B)ji = Aji + Bji = (At)ji + (Bt)ji = (At + Bt)ji. (λA)t = λAt

доводиться аналогiчно.

2. Розглянемо ((BA)t)ij = (BA)ji =
∑

k

= 1
n
BjkAki =

∑

k

= 1
n
Bt

kjA
t
ik =

∑

k

= 1
n
At

ikB
t
kj =

(AtBt)ij =⇒ (BA)t = (AB).

3. Доведення очевидне.
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4. At(A−1)t = (A−1A)t = I t
n = In. (A−1)t = In.

Операцiя транспонування матриць у випадку n = 1 або m = 1 спiвставляє вектори-
рядки та вектори-стовпчики однакових вимiрiв. Маємо



λ1

λ2

. . .
λn




t

=
(

λ1 λ2 . . . λn

)
,

(
λ1 λ2 . . . λn

)t
=




λ1

λ2

. . .
λn


.

6.4 Теорема про ранг матрицi

Означення 6.5. Довiльну матрицю A ∈ Matm×n(K) можна представити у виглядi:

A =




a1

a2

...
am


, де ai - вектори-рядки матрицi A, i = 1, 2, . . . , m. Тодi

At =
(

(a1)t | (a2)t | . . . | (an)t
)

- розклад матрицi At на вектори-стовпчики. Рядковим рангом матрицi A назвемо
стовпчиковий ранг матрицi At, тобто rankrA = rankcA

t. Оскiльки (At)t = A, то
rankrA

t = rankcA.

Означення 6.6. Позначимо через Im×n,r ∈ Matm×n(K) канонiчну матрицю вигляду

Im×n,r =




1 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 1 0 . . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0
... . . . ...

... . . . ...
0 . . . 0 0 . . . 0




.

де 0 6 r 6 min(m,n). Очевидно, (Im×n,r)
t = In×m,r; rankcIm×n,r = rankrIm×n,r = r.

Теорема 6.1 (про ранг матрицi). Для довiльної матрицi A ∈ Matm×n(K) має мiсце
рiвнiсть

rankcA = rankrA.

Тобто стовпчиковий та рядковий ранги матрицi A рiвнi мiж собою. Це спiльне
значення називається рангом матрицi A i позначається rankA.

Доведення теореми. З матрицею A зв’язане лiнiйне вiдображення LA : Kn → Km,
з транспонованою матрицею At - лiнiйне вiдображення LAt : Km → Kn. Оскiльки, за
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означенням, dim KImLA = rankcA, а dim KImLAt = rankcA
t = rankrA, то теорема

еквiвалентна такому твердженню:

dim KImLA = dim KImLAt . (9)

Для доведення теореми сформулюємо та доведемо кiлька лем.

Лемма 6.4. Нехай ми маємо комутативну дiаграму скiнченно вимiрних просторiв
та лiнiйних вiдображень

V
f−−−→ W

g

y
yh

V1
f1−−−→ W1

причому g, h - iзоморфiзми, Тодi dim KIm f = dim KIm f1. Бiльше того, iснує iзомор-
фiзм F : Im f→Im f1.

Зауваження 6.1. Комутативнiсть дiаграми означає, що всi шляхи на дiаграмi рiв-
нi, в даному випадку hf = f1g.

Доведення .
Побудуємо iзоморфiзм F : Im f −→ Im f1. Для будь-якого x ∈ Im f ⊂ W покла-

демо F (x) = h(x) ∈ W1.
1. Доведемо, що F (x) ∈ Im f1. Дiйсно, x ∈ Im f =⇒ ∃v x = f(v) =⇒ F (x) =

h(x) = h(f(v))
ком.дiагр.

= f1(g(v)) ∈ Im f1.
2. Вiдображення F лiнiйне, оскiльки лiнiйне h, а саме F (x + y) = h(x + y) =

h(x)+h(y) = F (x)+F (y), x, y ∈ Im f ; рiвнiсть F (λx) = λF (x) доводиться аналогiчно.
3. F є мономорфiзмом. Дiйсно, якщо F (x) = 0, то, за означенням, h(x) = 0, а

оскiльки h - iзоморфiзм, то x = 0.
4. Доведемо, що F - епiморфiзм. Розглянемо y ∈ Im f1. Тодi y = f1(v1), де v1 ∈ V1.

Оскiльки g - iзоморфiзм, то iснує (i єдиний) v ∈ V , для якого g(v) = v1. Розглянемо
x = f(v) ∈ Im f . Стверджується, що F (x) = y. Дiйсно, F (x) = h(x) = h(f(v)) =
(hf)(v) = (f1g)(v) = f1(g(v)) = f(v1) = y =⇒ F - епiморфiзм.

5. Оскiльки F - мономорфiзм i епiморфiзм, то F : Im f −→ Im f1 є iзоморфiзмом,
i отже, dim KIm f = dim KIm f1.

Завдання 6.2. Довести, що dim KKer f = dim KKer f1.

Означення 6.7. Нехай f : V → W - лiнiйне вiдображення скiнченно вимiрних про-
сторiв, V = {v1, . . . , vn} - базис в V , W = {w1, . . . , wm} - базис в W . Пару базисiв V
та W назвемо узгодженою з f парою базисiв, якщо для деякого 1 6 r 6 n має мiсце:

{
f(vi) = wi, 1 6 i 6 r;
f(vi) = 0, i > r + 1.
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Зауваження 6.2. В цьому випадку r = dim KIm f .

Приклад. Нехай V = Kn, V = {e1, . . . , en} - стандартний базис в V , тобто eij = δij,
1 6 i, j 6 n (тут eij - це j−та координата вектора ei); W = Km, W = {f1, . . . , fm} -
стандартний базис в W , тобто fij = δij, 1 6 i, j 6 m. I нехай LA : Kn → Km - таке лiнiйне
вiдображення, що V , W - це узгоджена пара базисiв. В цьому випадку A = Im×n,r для
деякого r.

Дiйсно, розглянемо вектор ei, тодi добуток Aei дорiвнює

Aei =

{
fi, якщо 1 6 i 6 r;
0, якщо i > r + 1.

Лемма 6.5. Нехай U - векторний простiр, T ⊂ U - пiдпростiр i {ti}i∈I - деякий
базис простору T . Тодi iснує базис {uj}j∈J простору U такий, що {ti}i∈I ⊂ {uj}j∈J .

Альтернативне формулювання: Базис пiдпростору доповнюється до базису всього
простору.

Доведення . Нехай U = {uj}j∈J - максимальна лiнiйно незалежна система векторiв,
яка мiстить {ti}i∈I як пiдсистему. Тодi U - базис всього простору U . Чому? Оскiльки
U - максимальна лiнiйно незалежна система векторiв, тодi, використовуючи лему про
зайвий вектор, одержимо, що (U) = (U) + v для будь-якого вектора v ∈ U . Звiдси
випливає, що U - це базис U .

Лемма 6.6. Нехай f : V → W - довiльне лiнiйне вiдображення скiнченно вимiрних
просторiв. Тодi iснує пара базисiв - вiдповiдно V в просторi V та W в просторi W ,
яка узгоджена з вiдображенням f .

Доведення . Виберемо базис {w1, . . . , wr} в образi Im f . Застосовуючи лему 2.4,
доповнимо його до базису простору W i знайдений базис позначимо

W = {w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wm},

де m = dim KW . Розглянемо деяку систему векторiв {v1, . . . , vr} ⊂ V таких, що f(v1) =
w1, . . ., f(vr) = wr. Виберемо базис в ядрi Ker f i позначимо його {vr+1, . . . , vr+s}, де
s = dim KKer f . Тодi V = {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+s} є базисом простору V (це було
доведено ранiше). Зокрема, r + s = dim KV . Тодi V = {v1, . . . , vn} i W = {w1, . . . , wm}
- узгоджена пара базисiв. А саме, f(vi) = wi, 1 6 i 6 r - за конструкцiєю, i f(vi) = 0,
i > r + 1, тому що vi ∈ Ker f .

Зауваження 6.3. Така пара узгоджених базисiв вибирається неоднозначно.

Лемма 6.7. Нехай f : V → W - довiльне лiнiйне вiдображення скiнченно вимiрних
просторiв, V , W - пара базисiв, узгоджених з f . Розглянемо iзоморфiзми

fV : V −→Kn, fW : W −→Km,
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якi вектору ставлять у вiдповiднiсть його стовпчик координат у вiдповiдному ба-
зисi. Нехай r = dim KIm f . Тодi має мiсце комутативна дiаграма:

V
f−−−→ W

fV

y
yfW

Kn
LIm×n,r−−−−−→ Km

Це можна переписати так: fW · f = LIm×n,r · fV .

Доведення . Рiвнiсть двох лiнiйних вiдображень достатньо перевiрити на векторах
з деякого базису. Нехай V = {v1, . . . , vn}, W = {w1, . . . , wm}. Перевiрятимемо кому-
тативнiсть, визначаючи дiї вiдображень дiаграми на базисних векторах. Розглянемо
довiльний вектор vi, 1 6 i 6 r. Маємо

vi
f−−−→ wi

fV

y
yfW

ei ∈ Kn
LIm×n,r−−−−−→ fi ∈ Km

В цьому випадку дiаграма буде комутативною. Правило множення матрицi на ве-
ктор дає: Im×n,r · ei = fi, 1 6 i 6 r.

Нехай r + 1 6 i 6 n. Маємо дiаграму

vi
f−−−→ 0

fV

y
yfW

ei ∈ Kn
LIm×n,r−−−−−→ 0 ∈ Km

Отже, дiаграма комутативна, оскiльки вона комутативна на кожному базисному
векторi.

Доведення теореми про ранг. Нехай V = Kn, W = Km i f = LA : Kn → Km. За
лемою 6.6, iснує пара базисiв V в просторi Kn та W в просторi Km, узгоджена з лiнiй-
ним вiдображенням LA. Тому, за лемою 6.7, iснує вiдповiдна комутативна дiаграма,
яка мiстить тiльки координатнi векторнi простори. В цьому випадку iснують
iзоморфiзм fV = LX : Kn → Kn для деякої обертовної n× n матрицi X ∈ GLn(K) i
iзоморфiзм fW = LY : Km → Km для деякої обертовної m ×m матрицi Y ∈ GLm(K).
Дiаграма тодi набуває вигляду

Kn LA−−−→ Km

LX

y
yLY

Kn
LIm×n,r−−−−−→ Km
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де r = dim KIm LA. За лемою 6.4, з комутативностi дiаграми випливає рiвнiсть

dim KIm LA = dim KIm LIm×n,r = rankcIm×n,r = r. (10)

Транспонуємо всi матрицi, якi входять в цю дiаграму, одержимо знову комутативну
дiаграму 5 вигляду

Kn
LAt←−−− Km

LXt

x
xLY t

Kn
LIn×m,r←−−−−− Km

≡
Km

LIn×m,r−−−−−→ Kn

LY t

y
yLXt

Km
LAt−−−→ Kn

Вертикальнi стрiлки в цiй дiаграмi - iзоморфiзми. Дiйсно, LX - iзоморфiзм =⇒
X - обертовна матриця =⇒ X t - теж оборотна =⇒ LXt - iзоморфiзм. Доведення
для LY - аналогiчно.

За лемою 6.4, маємо таку рiвнiсть

dim KIm LAt = dim KIm LIn×m,r = rankcIn×m,r = r. (11)

З рiвностей (10) та (11) випливає рiвнiсть (9), а отже i твердження теореми.
Теорему про ранг матрицi доведено.

Наслiдок 6.2. Для матрицi A ∈ Matm×n(K) iснують матрицi X ∈ GLn(K), Y ∈
GLm(K) такi, що Y AX−1 = Im×n,r, де r = rankcA.

Доведення . Розглянемо побудовану дiаграму. Маємо LY LA = LIm×n,rLX =⇒
Y A = Im×n,rX

LX−iзом.=⇒ Y AX−1 = Im×n,r i r = rankcA.

Зауваження 6.4. Операцiя транспонування не має простого аналога в теорiї вiд-
ображень.

6.5 Елементарнi матрицi. Матричнi одиницi

Позначимо через em×n
ij ∈ Matm×n(K), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, матрицю, у якої всi компо-

ненти, крiм (i, j)−тої, нульовi, а (i, j)−та компонента рiвна 1. Матрицi {em×n
ij }1≤i≤m,1≤j≤n

називаються матричними одиницями i утворюють стандартний базис в просторi ма-
триць Matm×n(K). Якщо m = n, пишемо просто en

ij (замiсть em×n
ij ). А коли m i n

фiксованi, то пишуть просто eij.
Довiльну матрицю A = (aij) ∈ Matm×n(K) можна розкласти за базисом:

A =
m∑

i=1

n∑
j=1

aijeij, де aij – коефiцiєнти матрицi A.

Правило множення матричних одиниць:

el×m
ij · em×n

rs =

{
0, коли j 6= r,
el×n

is , коли j = r.

5Комутативнiсть транспонованої дiаграми випливає з комутативностi вихiдної дiаграми i правила
добутку транспонованих матриць: (CD)t = DtCt.
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Множення матрицi на матричну одиницю.

Припустимо, що матриця A має вигляд A ∈ Matm×n(K). Обчислимо

A · en
ij =

m∑

k=1

n∑

l=1

aklekl · en
ij

l=i
=

m∑

k=1

akiekj.

В одержанiй матрицi i−тий стовпчик записується на j−му мiсцi, а решта стовпчи-
кiв нульовi. Маємо: A · en

ij =
(

0 | . . . | ai | . . . | 0
)
.

Аналогiчно, en
ij · A = i




0
. . .
aj

. . .
0



.

Перевiрте самостiйно.
Матрицi вигляду E n

ij = In + λen
ij, λ ∈ K, називаються елементарними матриця-

ми I роду.

Матрицi вигляду E n
i (λ) =




1 . . . 0 0
... . . . ...

...
0 . . . λ 0
0 . . . 0 1


, де λ ∈ K∗ = K \ {0}, називаються

елементарними матрицями II роду. Отже, E n
i (λ) – це дiагональна матриця, в

якiй на мiсцi (i, i) стоїть λ, решта елементiв рiвнi 0.

Факт 6.1. Виконати елементарне перетворення над рядками (стовпчиками) ма-
трицi A – це те саме, що помножити матрицю A на деяку елементарну матрицю
злiва (справа).

Доведення полягає в перевiрцi. Дiйсно,
A·En

ij(λ) = A(In+λen
ij) = A = +λAen

ij =
(

a1| . . . |aj| . . . |an
)
+ λ

(
0 | . . . | ai | . . . |0 )

=

=
(

a1 | . . . | aj−1 | aj + λai | aj+1 | . . . | an
)
.

A · En
i (λ) =

(
a1 | . . . | ai−1 |λai | ai+1 . . . | an

)
.

Вiдповiдно, з iншого боку Em
ij (λ) · A =




a1

. . .

ai−1

ai + λaj

ai+1

. . .
am




, Em
i (λ) · A =




a1

. . .

ai−1

λai

ai+1

. . .
am




.

Завдання 6.3. Перевiрте, що (E n
ij (λ))−1 = E n

ij (−λ), (E n
i (λ))−1 = E n

i (λ−1).
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Факт 6.2. Перестановка рядкiв (стовпчикiв) є композицiєю елементарних перетво-
рень.

Доведення . Розглянемо пару стовпчикiв:
(

a |b ) → (
a |b + a

) → ( −b |b + a
) → ( −b | a ) → (

b | a )
.

Твердження 6.5 (про елементарнi перетворення). 1. Матрицю A ∈ Matm×n(K)
елементарними перетвореннями рядкiв i стовпчикiв можна звести до вигляду
In×m,r.

2. Для матрицi A iснують r 6 min{n,m} та елементарнi матрицi X1, . . . , Xk ∈
GLm(K) i матрицi Y1, . . . , Yl ∈ GLn(K) такi, що Xk . . . X1AY1 . . . Yl = Im×n,r.

3. Матриця A буде обертовною тодi i лише тодi, коли n = m = r.

Доведення .

1. Розглянемо A ∈ Matm×n(K).

1) Якщо A = 0, то A = Im×n,0.

2) В матрицi A є ненульовий елемент. Перестановкою рядкiв i стовпчикiв пе-
ремiщуємо його на мiсце (1, 1). Робимо його одиницею. Додаванням рядкiв та
стовпчикiв одержимо матрицю

A′ =

(
1 | 0
0 | A′

)
.

Далi застосовуємо цю процедуру до матрицi A′.

2. Це наслiдок з першого пункту, оскiльки кожне елементарне перетворення є мно-
женням на елементарну матрицю.

3. Якщо A – обертовна, то A – квадратна, тобто m = n. З другого пункту одержимо,
що Xk . . . X1AY1 . . . Yl = In×n,r, де X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yl ∈ GLn(K) - елементарнi
матрицi. Оскiльки елементарнi матрицi обертовнi i добуток обертовних матриць
є знову обертовною матрицею, то одержимо, що Im×n,r обертовна, звiдки m =
n = r.
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7 Детермiнант (визначник) (полiлiнiйна алгебра)

7.1 Поняття групи

Нехай G – це деяка множина. Бiнарна операцiя на G – це деяке вiдображення

G×G −→ G
(g1, g2) 7→ m(g1, g2)

В рiзних ситуацiях операцiї позначаються по-рiзному, наприклад, як g1 · g2, g1 g2,
g1 ∗ g2 або g1 + g2.

Означення 7.1. Множина G з визначеною на нiй бiнарною операцiєю

G×G −→ G
(g1, g2) 7→ m(g1, g2) = g1 · g2 = g1 g2

називається групою, якщо виконуються наступнi властивостi:

1. ∀ g1, g2, g3 ∈ G (g1g2)g3 = g1(g2g3) – властивiсть асоцiативностi;

2. ∃ e ∈ G : ∀g ∈ G ge = eg = g – iснування нейтрального елемента;

3. ∀g ∈ G ∃g−1 ∈ G : gg−1 = g−1g = e – iснування оберненого елемента.

Якщо виконується ще четверта властивiсть:
4) ∀g1, g2 ∈ G g1g2 = g2g1,

то говорять, що група G є комутативною або абелевою.

7.2 Приклади груп

1. Нехай K – поле. Розглянемо K∗ = K \ {0}. Тодi K∗ – група вiдносно операцiї мно-
ження (при цьому e = 1 ∈ K∗).

2. K – поле, n ≥ 1. Множина обертовних матриць GLn(K) утворює групу вiдносно
множення матриць (e = In, X−1 – обернена до X ∈ GLn(K)).

3. V – векторний простiр над K. Тодi iзоморфiзми f : V → V утворюють групу
GL(V ) (операцiя fg для f, g ∈ GL(V ) – це композицiя V

g→ V
f→ V , нейтральний

елемент e = 1V , обернений – f−1 : V → V ).
4. Нехай X – довiльна множина. Бiєктивнi вiдображення f : X → X утворю-

ють групу (повну симетричну групу на множинi X) S(X), яка називається групою
пiдстановок на множинi X.

Операцiя в групi S(X): f, g ∈ S(X), тодi fg : X
g→ X

f→ X – бiєкцiя, тобто,
fg ∈ S(X); нейтральний елемент e = 1X i обернений до f – f−1 : X → X – теж
бiєкцiя.
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5. На полi K визначена бiнарна операцiя додавання

K×K −→ K
(x, y) 7→ x + y

Множина елементiв K утворює групу, яка називається адитивною групою поля K.
Нейтральний елемент вiдносно додавання – 0, обернений до a ∈ K – це протилежний,
тобто −a.

6. Векторний простiр V вiдносно операцiї додавання векторiв утворює групу. Опе-
рацiя v1 + v2, нейтральний – 0, обернений (протилежний) до v ∈ V – це −v ∈ V .

Зауваження 7.1. В прикладах 1, 5, 6 групи абелевi.

7.3 Деякi властивостi груп

1. Нейтральний елемент (або одиниця групи, якщо операцiя записується у виглядi
g1 · g2 i називається множенням) визначений однозначно.

Доведення . Якщо e, e′ ∈ G – два нейтральних елементи, то

e · e′ =

{
e, бо e′ − нейтральний
e′, бо e − нейтральний =⇒ e = e′.

2. Обернений визначений однозначно. Дiйсно, припустимо, що iснують два оберне-
них g−1, g−1′ до g ∈ G. Тодi

g−1 = e · g−1 = (g−1′ · g)g−1 асоц.
= g−1′(g · g−1) = g−1′ · e = g−1′ =⇒ g−1 = g−1′ .

3. (g−1)−1 = g, тому що (g−1)−1 · g−1 = g−1 · (g−1)−1 = e, але g таким рiвностям
задовольняє. Оскiльки обернений (g−1)−1 визначений однозначно, то звiдси ви-
пливає, що (g−1)−1 = g.

4. e−1 = e.

5. (g1 · g2)
−1 = g−1

2 · g−1
1 .

Дiйсно, (g1g2)(g
−1
2 g−1

1 )
асоц.
= ((g1g2)g

−1
2 )g−1

1 = g1(g2g
−1
2 )g−1

1 = g1 · g−1
1 = e.

Аналогiчно, (g−1
2 g−1

1 )(g1g2) = e. Звiдси, оскiльки обернений визначений однозна-
чно, одержимо: (g1g2)

−1 = g−1
2 g−1

1 .

6. Нехай g1, g2, . . . , gn – деяка послiдовнiсть елементiв G. При довiльно розставле-
них дужках мiж g1, g2, . . . , gn (без змiни їх порядку) i обчислення добутку завжди
одержимо один i той же елемент групи G.
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Для n = 2 iснує єдиний спосiб розстановки дужок: g1 · g2 = (g1 · g2). Для трьох
елементiв g1, g2, g3 множення можна влаштувати двома способами: g1(g2g3) та (g1g2)g3.
Цi добутки будуть рiвними за асоцiативнiстю.

Розглянемо випадок n = 4. Маємо такi варiанти розстановки дужок:

(g1 ·g2) ·(g3 ·g4), ((g1 ·g2) ·g3) ·g4, (g1 ·(g2 ·g3)) ·g4, g1 ·((g2 ·g3) ·g4), g1 ·(g2 ·(g3 ·g4)).

Стверджується, що усi цi добутки рiвнi. Доведення дамо в загальному випадку.

Твердження 7.1. За довiльної розстановки дужок при множеннi елементiв g1, g2,
. . . , gn групи G результат дiї буде однаковим.

Зауважимо, що, завдяки цьому твердженню, дужки в добутках елементiв можна
узагалi не розставляти. Єдиний добуток елементiв g1, g2, . . . , gn групи G, взятих у
фiксованому порядку, позначатимемо g1 · g2 · . . . · gn ∈ G.

Доведення . Iндукцiєю за n доведемо, що за довiльної розстановки дужок одержи-
мо добуток g1 · g2 · . . . · gn ∈ G.

База iндукцiї: n = 3. Є двi розстановки, якi рiвнi, за аксiомою асоцiативностi.
Позначимо g1 · g2 · g3

df
= (g1 · g2) · g3 = g1 · (g2 · g3).

Крок iндукцiї: (n−1) → (n). Розглянемо довiльну розстановку дужок мiж елемен-
тами g1, g2, . . . , gn. Якась операцiя є останньою, тобто маємо (. . .)·(. . .). В кожнiй дужцi
менше, нiж n спiвмножникiв. Тодi перша дужка дорiвнює, за припущенням iндукцiї,
(g1 · g2 · . . . · gi), а друга дужка – (gi+1 · . . . gn−1 · gn) для деякого 1 ≤ i < n. Отже, наш
довiльний добуток дорiвнює (g1 ·g2 · . . . ·gi)(gi+1 · . . . ·gn) = (g1 · (g2 · . . . ·gi))(gi+1 · . . . ·gn)
асоц.
= g1 · ((g2 · . . . · gi)(gi+1 · . . . · gn)) = g1 · (g2 · . . . · gn) i не залежить вiд початкової
розстановки дужок.

Завдання 7.1. Покажiть, що (g1 · g2 · . . . · gn)−1 = (g−1
n · . . . · g−1

2 · g−1
1 ).

7.4 Група пiдстановок – повна симетрична група

Якщо X – множина, пiдстановка на X – це деяка бiєкцiя X → X. Покажемо, що усi
пiдстановки на множинi X утворюють групу S(X) = SX .

Факт 7.1. Нехай |X| = n. Тодi |SX | = n!.

Доведення . Нехай X = {x1, x2, . . . , xn}. Довiльна пiдстановка π ∈ SX визначається
за такою процедурою:

x1 7→ π(x1) ∈ X − n варiантiв,
x2 7→ π(x2) ∈ X \ {π(x1)} − (n− 1) варiант,
x3 7→ π(x3) ∈ X \ {π(x1), π(x2)} − (n− 2) варiанти,
. . . . . . . . . . . . . . .
xn 7→ π(xn) ∈ X \ {π(x1), . . . , π(xn−1)} − 1 варiант,
Усi цi варiанти незалежнi, а їх загальна кiлькiсть дорiвнює n(n−1)(n−2) . . . 1 = n!.
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Означення 7.2. Нехай a, b ∈ X, a 6= b. Означимо пiдстановку σab : X → X насту-
пним чином:

σab(a) = b, σab(b) = a, σab(x) = x, x 6= a, b.

Пiдстановки вигляду σab називаються транспозицiями.

Пiдстановку на скiнченнiй множинi можна записувати у виглядi таблицi. Якщо
X = {x1, x2, . . . , xn}, то

π =

(
x1 x2 . . . xn

π(x1) π(x2) . . . π(xn)

)
∈ SX .

Множення пiдстановок визначається як їх композицiя. Нехай τ – ще одна пiдста-
новка з SX :

τ =

(
x1 x2 . . . xn

τ(x1) τ(x2) . . . τ(xn)

)
.

Тодi

τ · π =

( x1 x2 . . . xn

π(x1) π(x2) . . . π(xn)
τπ(x1) τπ(x2) . . . τπ(xn)

)
=

(
x1 x2 . . . xn

τπ(x1) τπ(x2) . . . τπ(xn)

)
.

Одинична пiдстановка (нейтральний елемент групи) e ∈ SX визначається тото-
жним вiдображенням 1X , тобто

1 = e =

(
x1 x2 . . . xn

x1 x2 . . . xn

)
.

Обернена пiдстановка π−1 : X → X обчислюється за таким правилом:

π−1 =

(
π(x1) π(x2) . . . π(xn)

x1 x2 . . . xn

)
.

Пiсля цього можна впорядкувати перший рядок.

Застереження 7.1. Таблиця

π−1 =

(
x1 x2 . . . xn

y1 y2 . . . yn

)

тодi i лише тодi визначає деяку пiдстановку з SX , коли {y1, y2, . . . , yn} = X.

Якщо множина X = {1, 2, . . . , n} ⊂ Z – iнтервал натурального ряду, то в цьому
випадку група SX позначається Sn i називається повною симетричною групою на n

елементах. В цьому випадку кожна пiдстановка π =

(
x1 x2 . . . xn

π(x1) π(x2) . . . π(xn)

)

однозначно визначена своїм другим рядком (i1, i2, . . . , in) де ik = π(k), k = 1, . . . , n.
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Позначимо через ρ(π) = (i1, i2, . . . , in) другий рядок пiдстановки π. Тодi ρ(π) утворює
перестановку множини {1, 2, . . . , n}.

Транспозицiї – це елементи σij ∈ Sn, 1 ≤ i 6= j ≤ n, для яких σij(i) = j, σij(j) = i i
σij(k) = k для довiльного k ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i, j}. При цьому a) σij = σji; b) σij · σij =
σ2

ij = 1.
Елементарною транспозицiєю σi ∈ Sn, i = 1, . . . , n− 1, називається транспозицiя

вигляду σi
df
= σi,i+1 (тобто σ1 = σ12, σ2 = σ23, . . ., σn−1 = σn−1,n).

Необхiднi приклади груп.
C2 = {1,−1} ⊂ R∗ – група квадратних коренiв з одиницi.
Z2 = {0̄, 1̄} – група лишкiв за модулем 2. (в Z2 маємо: 0̄ + 0̄ = 0̄, 0̄ + 1̄ = 1̄ + 0̄ = 1̄,

1̄ + 1̄ = 0̄).

Означення 7.3. Нехай (i1, . . . , in) деяка перестановка на множинi {i1, . . . , in}. Гово-
римо, що ik, il утворюють iнверсiю, якщо k < l, ik > il.

Через T (i1, . . . , in) позначимо кiлькiсть iнверсiй в перестановцi ρ(i1, . . . , in). Якщо

π =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
∈ Sn, то, за означенням, T (π) = T (ρ(π)) = T (i1, . . . , in).

Приклад. Для n = 3 маємо T (1, 2, 3) = 0, T (3, 1, 2) = 2, T (3, 2, 1) = 3.

Лемма 7.1. Якщо для деякої пiдстановки π ∈ Sn T (π) = 0, то π = 1 – одинична
пiдстановка.

Доведення . Для випадку n = 1 доведення очевидне. Вважаємо n > 1. Розглянемо

пiдстановку π =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
. Серед елементiв i1, . . . , in є одиниця. Якщо i1 6=

1, то iснує принаймнi одна iнверсiя (i1, 1 = ik), k > 1. Звiдси одержимо, що π =
(1, i2, . . . , in). Де знаходиться 2 (у випадку n > 2)? Якщо i2 6= 2, то (i2, 2 = ik) –
iнверсiя. Отжеπ = (1, 2, i3, . . . , in).

Повторюючи це мiркування, одержимо твердження.

Лемма 7.2. Довiльна пiдстановка π ∈ Sn є добутком елементарних транспозицiй:
π = σkt . . . σk1, t > 0, де σk1 , . . . , σkt – деякi транспозицiї. Якщо t – мiнiмальна кiль-
кiсть спiвмножникiв в такому розкладi, то t = T (π). Якщо π = σkt . . . σk1 = σls . . . σl1

– два таких добутки, то t− s – парне число.

Зауваження 7.2. Запис π = σk1 . . . σkt у випадку t = 0 означає, що π = 1 – одинична
пiдстановка.

Доведення . Розглянемо довiльну пiдстановку π =

(
1 2 . . . n
t1 t2 . . . tn

)
i вiдповiд-

ний їй рядок (t1, t2, . . . , tn). Нехай σij – деяка транспозицiя. Запишемо добуток пiдста-
новок πσij:

( 1 . . . i . . . j . . . n
1 . . . j . . . i . . . n
t1 . . . tj . . . ti . . . tn

)
.
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Отже, другий рядок пiдстановки πσij одержується з другого рядка пiдстановки π
перестановкою i−того та j−того елементiв.

Доведемо, що для довiльної пiдстановки π ∈ Sn, для якої T (π) > 0, iснує такий
розклад π = σkt . . . σk1 , що t = T (π). Для цього покажемо, що iснує така елементарна
транспозицiя σk = σk, k+1, для якої T (πσk1) = T (π)− 1.

Дiйсно, у випадку T (π) > 0 iснує k ∈ {1, . . . , n− 1}, таке що tk > tk+1. Розглянемо
тодi пiдстановку πσk. Другий рядок цiєї пiдстановки дорiвнює

ρ(πσk) = (t1, . . . , tk−1, tk+1, tk, tk+2, . . . , tn).

Кiлькiсть iнверсiй змiнилася, а саме: T (πσk) = T (π) − 1. Це тому, що iнверсiя, яку
утворювала пара tk, tk+1, зникла, а решта – збереглися.

Позначимо k1 = k. Пiдсумуємо: ми знайшли k1 таке, що T (πσk1) = T (π)− 1. Якщо
T (π)−1 = 0, то ми зупиняємося. Iнакше знаходимо k2, таке що T (πσk1σk2) = T (πσk1)−
1 = T (π) − 2. Через деяку кiлькiсть крокiв одержимо пiдстановку πσk1 . . . σkr таку,
що T (πσk1 . . . σkr) = 0, тобто, за лемою 7.1, πσk1 . . . σkr = 1. Звiдси одержуємо, що
π = (σk1 . . . σkr)

−1 = (σkr)
−1 . . . (σk1)

−1 = (σkr) . . . σk1) (тому що σ2
ki

= 1 i σ−1
ki

= σki
).

Ми одержали розклад π в добуток елементарних транспозицiй. Оскiльки 0 =
T (πσk1 . . . σkr) = T (π)−r (за побудовою), то звiдси r = T (π), i отже, довжина розкладу
дорiвнює кiлькостi iнверсiй в π.

З iншого боку, якщо τ – довiльна пiдстановка i π(τ) = (t1 . . . tk) – другий рядок
пiдстановки τ , тодi

T (τσi) =

{
T (τ) + 1 якщо ti < ti+1,
T (τ)− 1 якщо ti > ti+1

(це випливає з того, що π(τσi) = (t1 . . . ti+1ti . . . tk)).
Припустимо, що маємо довiльний розклад π в добуток елементарних транспо-

зицiй: π = σls . . . σl1 . Звiдси випливає, що πσl1 . . . σls = 1. Числа T (πσl1 . . . σi+1) i
T (πσl1 . . . σi+1σi) вiдрiзняються мiж собою на 1 або −1. Звiдси випливає, що цi чи-
сла мають рiзну парнiсть. Тому

1) s ≥ T (π) (тому що при множеннi на σi функцiя T вiд пiдстановки змiнюється
щонайбiльше на 1);

2) парнiсть цiлих чисел T (π) i s є однiєю i тiєю ж, тому що парностi T (πσl1 . . . σi+1)
i T (πσl1 . . . σi+1σi) – рiзнi, а число T (πσl1 . . . σ1) є парним.

Нагадаємо, що через C2 = {1,−1} ми позначаємо групу квадратних коренiв з
одиницi, а через Z2 = {0̄, 1̄} – групу лишкiв за модулем 2.

Означення 7.4. Пiдстановка π ∈ Sn називається парною, якщо виконується одна
з двох умов:

a) кiлькiсть iнверсiй T (π) ∈ 2Z – парна;
b) якщо π = σ1 . . . σt – деякий розклад в добуток елементарних транспозицiй, то

t – парне. Пiдстановка, що не є парною, називається непарною.
Розглянемо два вiдображення:

p : Sn −→ Z2

π 7→ p(π)
, де p(π) =

{
0̄ якщо π − парна,
1̄ якщо π − непарна;
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ε : Sn −→ C2

π 7→ ε(π)
, де ε(π) =

{
1 якщо π − парна,

−1 якщо π − непарна.

Парнiстю пiдстановки π ∈ Sn називається елемент p(π) ∈ Z2. Знаком пiдста-
новки π називається називається число ε(π).

Зауваження 7.1. ε(π) = (−1)T (π).

Лемма 7.3. Вiдображення ε : Sn → C2 та p : Sn → Z2 мають такi властивостi:
1) ε(πσ) = ε(π)ε(σ);
2) p(πσ) = p(π) + p(σ).

Доведення . Цi твердження еквiвалентнi. Доведемо перше. Розглянемо пiдстанов-
ки π, σ ∈ Sn i розкладемо їх в добутки елементарних транспозицiй:

π = σkt . . . σk1 ; σ = σls . . . σl1 .

Тодi ε(π) = (−1)t, ε(σ) = (−1)l. Iснує розклад πσ = (σkt . . . σk1) (σls . . . σl1) =
σkt . . . σk1σls . . . σl1 в добуток елементарних транспозицiї довжини t + l, тому ε(πσ) =
(−1)t+l = (−1)t(−1)l = ε(π)ε(σ).

Друге твердження доводиться аналогiчно. Доведiть самостiйно.
Наведемо табличку парностi добутку двох пiдстановок:

п н
| −− −− – −−

п | п | н |
| −− −− – −−

н | н | п |
| −− −− – −−

Лемма 7.4. Нехай An ⊂ Sn, n ≥ 2 – множина усiх парних пiдстановок. Тодi

1. An утворює групу (вiдносно стандартних операцiй на пiдстановках).

2. Нехай s – довiльна непарна пiдстановка. Тодi sAn є множиною всi непарних
пiдстановок.

3. |An| = |sAn| = n!

2
.

Доведення .

1. Якщо g1, g2 ∈ An, то g1 · g2 ∈ An, оскiльки добуток парних пiдстановок є парною
пiдстановкою. Одинична пiдстановка 1 належить до An, тому що T (1) = 0. Якщо
π ∈ An, то π−1 ∈ An. Покажемо це. Нехай π = σ1σ2 . . . σt - розклад в добуток еле-
ментарних транспозицiй. Тодi π−1 = σ−1

t . . . σ−1
2 σ−1

1 = σt . . . σ2σ1. Тому ε(π−1) =
(−1)t = ε(π), а отже π−1 ∈ An.
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2. Розглянемо вiдображення: s : An −→ sAn

π 7→ sπ
За означенням, s є сюр’єкцiя. Перевiримо, що s є iн’єкцiєю, а отже i бiєкцiєю.
Дiйсно, s(π1) = s(π2) ⇐⇒ sπ1 = sπ2 ⇐⇒ s−1(sπ1) = s−1(sπ2) ⇐⇒ π1 = π2.
Тому iснує обернене вiдображення s−1 : sAn −→ An. Нехай τ – довiльна непарна
пiдстановка, тодi τ = s(s−1τ) ∈ sAn, оскiльки s−1τ – парна.

3. Згiдно з визначеннями, Sn = An ∪ sAn, An ∩ sAn = ∅. Тодi, оскiльки s – бiєкцiя,

то |An| = |sAn| = |Sn|
2

=
n!

2
.

Лемма 7.5. Кожна транспозицiя σij ∈ Sn є непарною пiдстановкою.

Доведення . Припустимо i < j. Тодi другий рядок пiдстановки σij дорiвнює

ρ(σij) = (1 . . . i− 1

i︷︸︸︷
j i + 1 . . . j − 1

j︷︸︸︷
i j + 1 . . . n).

Будемо домножувати σij справа на елементарнi транспозицiї, щоб одержати 1. Пере-
ставимо послiдовно j з i+1, i+2, . . ., j−1, i. При цьому нам слiд виконати (j−i−1)+1
елементарних транспозицiй. Одержимо пiдстановку, другий рядок якої дорiвнює:

(1 . . . i− 1 i + 1 . . . j − 1

j−1︷︸︸︷
i

j︷︸︸︷
j j + 1 . . . n).

Пiсля цього переставимо послiдовно i з j − 1, j − 2, . . ., i + 1 i одержимо одиничну
пiдстановку. При цьому нам слiд виконати (j − i− 1) елементарних транспозицiй.

Загалом потрiбно домножити σij на (j − i − 1) + 1 + (j − i − 1) елементарних
транпозицiй, щоб одержати одиничну пiдстановку. Звiдси: ε(σij) = (−1)2(j−i−1)+1 = −1.

Зауваження 7.2. Якщо τ – пiдстановка, π = σ1 . . . σt – розклад в добуток транспо-
зицiй (не обов’язково елементарних), то парнiсть t i T (π) збiгаються.

Властивiсть ε(π) = (−1)t дає змогу визначити парнiсть пiдстановки в довiльнiй
групi SX , |X| < ∞.

7.5 Детермiнант

Означення 7.5. Нехай V , W – векторнi простори над полем K. Функцiя

f : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

−→ W

називається полiлiнiйною над полем K, якщо виконуються такi двi властивостi:
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1. f(v1, . . . , vi + v
′
i︸ ︷︷ ︸

i

, . . . , vk) = f(v1, . . . , vi, . . . , vk) + f(v1, . . . , v
′
i, . . . , vk), i = 1, . . . , k;

2. f(v1, . . . , λvi, . . . , vk) = λf(v1, . . . , vi, . . . , vk), λ ∈ K, i = 1, . . . , k.

Лемма 7.6. Полiлiнiйнi функцiї V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

→ W утворюють векторний простiр

вiдносно операцiй

(f + g)(v1, . . . , vk) = f(v1, . . . , vk) + g(v1, . . . , vk);

(λf)(v1, . . . , vk) = λ(f(v1, . . . , vk)).

Довести самостiйно.

Означення 7.6. Функцiя V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

−→ W називається кососиметричною,

якщо f(. . . , v︸︷︷︸
i

, . . . , v︸︷︷︸
j

, . . .) = 0, тобто якщо за наявностi двох однакових компо-

нент значення функцiї дорiвнює нулю.

Доведемо деякi властивостi полiлiнiйних та кососиметричних функцiй.

1. Якщо f : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

→ W полiлiнiйна та кососиметрична функцiя, то викону-

ється рiвнiсть: f(. . . , x︸︷︷︸
i

, . . . , y︸︷︷︸
j

, . . .) = −f(. . . , y︸︷︷︸
i

, . . . , x︸︷︷︸
j

, . . .).

Це означає, що при перестановцi аргументiв в цих двох компонентах значення
функцiї змiнюється на протилежне.

Доведення . 0 = f(. . . , x+y, . . . , x+y, . . .) = f(. . . , x, . . . , x+y, . . .)+ f(. . . , y, . . . , x+
y, . . .) = f(. . . , x, . . . , x, . . .)+ f(. . . , x, . . . , y, . . .)+ f(. . . , y, . . . , x, . . .)+ f(. . . , y, . . . , y, . . .) =
f(. . . , x, . . . , y, . . .)+ f(. . . , y, . . . , x, . . .) =⇒ f(. . . , x, . . . , y, . . .) =−f(. . . , y, . . . , x, . . .).

2. Полiлiнiйна та кососиметрична функцiя f : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k

→ W не змiнюється

при елементарних перетвореннях 1 роду.

Доведення . f(v1, . . . , vi, . . . , vj + λvi, . . . , vk) =
f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk)+ f(v1, . . . , vi, . . . , λvi, . . . , vk) = f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk)+
λf(v1, . . . , vi, . . . , vi, . . . , vk) = f(v1, . . . , vi, . . . , vj, . . . , vk).

3. Якщо двi компоненти пропорцiйнi, то значення полiлiнiйної та кососиметричної
функцiї f : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

k

→ W рiвне нулю: f(. . . , v, . . . , λv, . . .) = 0.
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Теорема 7.1. Нехай K – поле, V – скiнченно вимiрний простiр, dim KV = n. Тодi про-
стiр полiлiнiйних кососиметричних вiдображень f : V n → K, де V n = V × . . .× V︸ ︷︷ ︸

n

,

є одновимiрним (тобто для двох ненульових f, f ′ : V n → K iснує λ ∈ K такий, що
f ′ = λf .

Доведення . Фiксуємо базис V = {v1 . . . , vn} ⊂ V . Розглянемо довiльнi вектори

α1, α2, . . . , αn ∈ V . Розкладемо їх за базисом V : αj =
n∑

i=1

aijvi. Обчислимо

f(α1, . . . , αn) = f
( n∑

i=1

ai1vi,

n∑
i=1

ai2vi, . . . ,

n∑
i=1

ainvi

) полiлiн.
=

n∑
i=1

f(ai1vi,

n∑
i=1

ai2vi, . . . ,

n∑
i=1

ainvi) =

= . . . =
n∑

i1=1

. . .

n∑
in=1

f(ai11vi1 , ai22vi2 , . . . , ainnvin) =
∑

i1,i2,...,in

f(ai11vi1 , ai22vi2 , . . . , ainnvin) =

кососим.
=

∑

(i1,...,in)−перест.
ai11ai22 . . . ainnf(vi1 , vi2 , . . . , vin)

(i1,i2,...,in)=ρ(σ)
=

∑
σ∈Sn

aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)nf(vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)nε(σ)f(v1, v2, . . . , vn).

Дiйсно, перестановку (σ(1), σ(2), . . . , σ(n)) можна перетворити в (1, 2, . . . , n) за до-
помогою T (σ) елементарних транспозицiй, тому знак змiниться T (σ) разiв. Маємо

f(vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)) = (−1)T (σ)f(v1, v2, . . . , vn) = ε(σ)f(v1, v2, . . . , vn).

Отже, полiлiнiйна та кососиметрична функцiя f : V n → K задається формулою

f(α1, α2, . . . , αn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)nf(v1, v2, . . . , vn). (12)

Перевiримо, що формула (12) для f дiйсно визначає полiлiнiйну i кососиметричну
функцiю f : V n → K. Можемо вважати, що f(v1, . . . , vn) = 1. Перевiримо полiлiнiй-
нiсть.

1) f(α1, . . . , α
′
i + α

′′
i , . . . , αn) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . (a
′
σ(i)i + a

′′
σ(i)i) . . . aσ(n)n =

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . a
′
σ(i)i . . . aσ(n)n +

∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . a
′′
σ(i)i . . . aσ(n)n =

= f(α1, . . . , α
′
i, . . . , αn) + f(α1, . . . , α

′′
i , . . . , αn).

2) f(α1, . . . , λαi, . . . , αn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . (λaσ(i)i) . . . aσ(n)n =
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= λ
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(i)i . . . aσ(n)n = λf(α1, . . . , αi, . . . , αn).

Перевiримо полiлiнiйнiсть: f(α1, . . . , αi, . . . , αj, . . . , αn) = 0, якщо αi = αj. Введемо
позначення: A(σ) = ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)n. Тодi формула (12) набуває вигляду

f(α1, α2, . . . , αn) =
∑
σ∈Sn

A(σ) =
∑
σ∈An

A(σ) +
∑

σ∈Sn\An

A(σ).

Розглянемо транспозицiю σij. За лемою 7.5, це непарна пiдстановка. Тому, за лемою
7.4, маємо Sn \ An = Anσij. Отже,

f(α1, α2, . . . , αn) =
∑
σ∈An

A(σ) +
∑

σ∈Sn\An

A(σσij) =
∑
σ∈An

(A(σ) + A(σσij)).

Стверджується, що кожен доданок в останнiй сумi рiвний нулю. Дiйсно,
A(σ) + A(σσij) =

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(i)i . . . aσ(j)j . . . aσ(n)n+ ε(σσij)aσσij(1)1 . . . aσσij(i)i . . . aσσij(j)j . . . aσσij(n)n.
При цьому aσσij(i)i = aσ(j)i, aσσij(j)j = aσ(i)j, а для решти iндексiв маємо: aσσij(k)k =

aσ(k)k. Оскiльки i−тий та j−тий стовпчики збiгаються мiж собою, то aσ(j)i = aσ(j)j ·
aσ(i)i = aσ(i)j.

Добутки aσ(1)1 . . . aσ(n)n i aσσij(1)1 . . . aσσij(n)n збiгаються, а ε(σσij) = −ε(σ), тому
A(σ) + A(σσij) = 0 =⇒ f(a1, . . . , ai, . . . , aj, . . . , an) = 0 при ai = aj.

Залишилось показати, що довiльнi двi такi функцiї вигляду (12) (якщо вони iсну-
ють) пропорцiйнi.

Означення 7.7. Нехай V = Kn, E = {e1, . . . , en} – стандартний базис в просто-
рi Kn. Полiлiнiйна i кососиметрична функцiя ∆ : Kn × . . .×Kn

︸ ︷︷ ︸
n

→ K така, що

∆(e1, e2, . . . , en) = 1, називається детермiнантом (визначником).
Якщо A = (a1 | a2 | . . . | an) – деяка (n×n)−матриця, то детермiнантом матрицi

називається ∆(A)
df
= ∆(a1, a2, . . . , an).

Наслiдок 7.1. Функцiя ∆ : (Kn)n → K iснує, визначена однозначно, i для матрицi
A = (aij)1≤i,j≤n обчислюється за формулою:

∆(A) = ∆(a1, a2, . . . , an) =
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)n.

Прийнято вживати ще такi позначення: ∆(A) = |A| = det(A).

Приклад. Якщо A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, то ∆(A) = a11a22 − a12a21.

Твердження 7.2. Нехай A – (n×n)−матриця над K, At – транспонована матриця.
Тодi ∆(A) = ∆(At).
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Доведення . Якщо A = (aij)1≤i,j≤n, то At = (at
ij)1≤i,j≤n, де at

ij = aji. Маємо:

∆(At) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)at
σ(1)1 . . . at

σ(n)n =
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) . . . anσ(n).

Тодi, оскiльки
(

σ(1) σ(2) . . . σ(n)
1 2 . . . n

)
=

(
1 2 . . . n

σ(1)−1 σ(2)−1 . . . σ(n)−1

)
= σ−1, то

∆(At) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 . . . aσ−1(n)n =
∑
σ∈Sn

ε(σ−1)aσ−1(1)1aσ−1(2)2 . . . aσ−1(n)n =

∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1aσ(2)2 . . . aσ(n)n = ∆(A).

Наслiдок 7.2. Детермiнант матрицi A не змiнюється при елементарних перетво-
реннях 1 роду над рядками матрицi A.

Доведення . Ми довели твердження про перетворення над стовпчиками. Перетво-
рення над рядками зводяться до випадку стовпчикiв транспонуванням матрицi.

Теорема 7.2. Нехай A, B – двi (n× n)−матрицi над K, тодi ∆(AB) = ∆(A)∆(B).

Доведення . Фiксуємо матрицю A ∈ Matn×n(K) i розглянемо ∆(AB) як функцiю
вiд стовпчикiв матрицi B = (b1 | b2 | . . . | bn), тобто визначимо функцiю

f(b1, b2, . . . , bn) = ∆(AB) = ∆(Ab1 |Ab2 | . . . |Abn), f : Kn × . . .×Kn

︸ ︷︷ ︸
n

→ K.

Покажемо, що f – полiлiнiйна i кососиметрична.
B = (b1 | b2 | . . . | bn) =⇒ AB = (Ab1 |Ab2 | . . . |Abn), за правилом множення ма-

триць. Тодi f(b1, . . . , b
′
i +b

′′
i . . . bn) = ∆(A(b1 | . . . | b′i +b

′′
i | . . . | bn)) = ∆((Ab1 | . . . |A(b

′
i +

b
′′
i ) | . . . |Abn))

дистр.∆
= ∆((Ab1 | . . . |Ab

′
i+Ab

′′
i | . . . |Abn))

полiлiн.∆
= ∆((Ab1 | . . . |Ab

′
i | . . . |Abn))+

∆((Ab1 | . . . |Ab
′′
i | . . . |Abn)) = ∆(A(b1 | . . . | b′i | . . . | bn))+ ∆(A(b1 | . . . | b′′i | . . . | bn)) =

f(b1, . . . , b
′
i . . . bn)+ f(b1, . . . , b

′′
i . . . bn).

Аналогiчно, f(b1, . . . , λbi . . . bn) = λf(b1, . . . , bi . . . bn).
Кососиметричнiсть: f(b1, . . . , bi . . . , bj . . . bn)

bi=bj
= ∆(A(b1 | . . . | bi | . . . | bj | . . . | bn)) =

∆(Ab1 | . . . |Abi | . . . |Abj | . . . |Abn)) = 0 тому, що з bi = bj випливає Abi = Abj.
Оскiльки f – полiлiнiйна i симетрична, то в фiксованому базисi ({e1, e2, . . . en})

вона дорiвнює f(b1, . . . , bn) = ∆(b1 | . . . | bn)f(e1, . . . , en). Але

f(e1, . . . , en) = ∆(A(e1 | . . . | en︸ ︷︷ ︸
In

) = ∆(AIn) = ∆(A).

Тому f(b1, . . . , bn) = ∆(b1 | . . . | bn)∆(A) = ∆(B)∆(A) =⇒ ∆(AB) = ∆(A)∆(B).

Теорема 7.3. Нехай A = (Aij) ∈ Matn×n(K). Наступнi умови є еквiвалентними.
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1. Вiдображення LA : Kn → Kn – iзоморфiзм.

2. Матриця A обертовна (∃ A−1 : AA−1 = A−1A = In).

3. LA – мономорфiзм.

4. LB – епiморфiзм.

5. Система Ax = b визначена (має єдиний розв’язок) для довiльного b ∈ Kn.

6. Iснує (n× n)−матриця X така, що XA = I (лiва обернена).

7. Iснує (n× n)−матриця Y така, що AY = I (права обернена).

8. ∆(A) 6= 0.

Термiн. Матриця A, що задовольняє теоремi, називається невиродженою.
Доведення . Доведемо еквiвалентнiсть умов.
1) ⇐⇒ 2). За означенням обертовностi матрицi.
1) =⇒ 3), 1) =⇒ 4). Якщо LA – iзоморфiзм, то LA є мономорфiзмом i епiморфi-

змом.
3) =⇒ 1) Якщо LA – моно =⇒ LA – iзоморфiзм (це вiрно тiльки для квадра-

тичних матриць). Чому? Розглянемо LA : Kn → Kn ми знаємо, що n = dim KKn =
dim KKer LA+ +dim K ∈ LA.

LA – моно =⇒ Ker LA = 0 =⇒ dim ∈ LA = n − dimKer LA, отже dim ∈
LA = n, але ∈ LA ⊂ Kn – пiдпростiр (коли маємо пiдпростiр i розмiрнiсть пiдпростору
дорiвнює розмiрностi простору, то пiдпростiр дорiвнює простору) =⇒ ∈ LA = Kn

=⇒ LA – епiморфiзм =⇒ LA – iзоморфiзм.
4) =⇒ 1) доводиться аналогiчно. Якщо LA – епiморфiзм, то dim ∈ LA = n =⇒

dimKer LA = n − dim ∈ LA = n − n = 0 =⇒ Ker LA = 0, тобто LA – моно =⇒
LA – iзоморфiзм.

1) =⇒ 5). Припустимо, що LA iзоморфiзм. Тодi ∀b ∈ Kn ∃!a = L−1
A (b) такий, що

LA(a) = b. Але умова LA(a) = b еквiвалентна умовi Aa = b, що еквiвалентно тому, що
a є розв’язком Ax = b.

5) =⇒ 3). Припустимо, що для довiльного b ∈ Kn система Ax = b має єдиний
розв’язок. Тодi пiдставимо b = 0, одержимо, що лiнiйна однорiдна система Ax = 0 має
єдиний розв’язок x = 0 =⇒ Ker LA = {x ∈ Kn |LA(x) = 0} = ∅ =⇒ LA – моно.

6) =⇒ 3). Припустимо, iснує X ∈ Matn×n(K) така, що X · A = I. Запишемо
цю умову на лiнiйних вiдображеннях. Одержимо: LX · LA = LI = 1Kn . Розглянемо
довiльний вектор a ∈ Ker LA, подiємо на нього правою i лiвою частинами матричної
рiвностi.

= (LX · LA)(a) = 1Kn(a)
= LX(LA(a)) = a.
Отже, LX(LA(a)) = 0 =⇒ a = 0. Звiдси випливає, що Ker LA = 0 =⇒ LA –

моно.
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2) =⇒ 6). Очевидно (оскiльки обернена матриця є лiвою оберненою).
2) =⇒ 7) – аналогiчно. Коли iснує A−1: AA−1 = A−1A = I, то покладемо Y = A−1.
7) =⇒ 4). Iснує Y ∈ Matn×n(K): A·Y = In =⇒ LA є ерi. Запишемо умову AY = In

мовою лiнiйних вiдображень, одержимо LALY = LIn = 1Kn . Розглянемо довiльний
вектор a ∈ Kn. Подiємо на нього правою i лiвою частинами рiвностi, одержимо:

(LA · LY (a) = 1Kn(a) =⇒ LA(LY (a)) = a =⇒ a ∈∈ LA =⇒ ∈ LA = Kn =⇒ LA

– епi.
2) =⇒ 8). Припустимо, A ∈ GLn(K) i запишемо рiвнiсть A ·A−1 = In. Детермiнант

добутку є добутком детермiнантiв. Застосуємо цю рiвнiсть.
∆(AA−1) = ∆(In) = 1 =⇒ ∆(A) 6= 0.
8) =⇒ 2). Нехай ∆(A) 6= 0. Ми довели, що послiдовнiстю елементарних пе-

ретворень рядкiв i стовпчикiв довiльна матриця, зокрема, матриця A,зводиться до
вигляду In×n,r. Елементарнi перетворення виконуються за допомогою множення на
елементарнi матрицi. Тому iснують елементарнi матрицi E1, . . . , Ek, E1, . . . , El такi,
що Ek, . . . , E1AE1, . . . , El = In×n,r. Зауважимо, що детермiнант елементарної матри-
цi ненульовий (сказати ранiше): ∆(Eik(λ)) = 1, ∆(Ek(λ)) = λ 6= 0, або, оскiльки
елементарнi матрицi обертовнi, застосуємо функцiю det до правої та лiвої частин:
∆(Ek, . . . , E1AE1, . . . , El) = ∆(In×n,r). Припустимо, що r < n, тодi ∆(In×n,r) = 0. Отже,
якщо r < n, то ∆(In×n,r) = 0 =⇒ ∆(Ek) . . . ∆(Ek)∆(A)∆(E1) . . . ∆(El) = 0. Але всi спiв-
множники ненульовi. Одержимо протирiччя. Звiдси маємо: r = n, тобто In×n,n = In

=⇒ Ek . . . E1AE1 . . . El = In =⇒ A = E−1
1 . . . E−1

k InE−1
l . . . E−1

1 =⇒ A – обертовна, як
добуток обертовних матриць.

Теорему доведено.

Такi матрицi називаються невиродженими.

Теорема 7.4. (Правило) Крамера. Нехай A ∈ Matm×n(K), A = (a1 | a2 | . . . | an), i має-
мо систему Ax = b. Позначимо через ∆ = ∆(A), а через ∆i = ∆(a1 | . . . | ai−1 | b | ai+1 | . . . | an),

i = 1, . . . , n. Якщо система Ax = b сумiсна i




l1
l2
...

ln


 – її розв’язок, то має мiсце рiв-

нiсть ∆ · li = ∆i, i = 1, . . . , n.

Доведення . l ∈ L є розв’язком тодi i лише тодi, коли виконується рiвнiсть a1l1 +

. . .+anln = b, тобто
n∑

i=1

liai = b. Обчислимо ∆i = ∆(a1 | . . . | b |︸︷︷︸
i

. . . | an) = ∆(a1 | . . . |
n∑

j=1

ljaj | . . . | an)

полiлiн.
=

n∑
j=1

∆(a1 | . . . | ljaj | . . . | an) =
n∑

j=1

lj∆(a1 | . . . | aj | . . . | an) =

Коли j 6= i, то вiдповiдний доданок в цiй сумi є нульовим (оскiльки є два однакових
стовпчики, то визначник дорiвнює нулю, це наслiдок кососиметричностi).
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= li∆(a1 | . . . | ai |︸︷︷︸
i

. . . an) = li∆(A).

Отже, ∆i = li∆(A).
Наслiдок (правило Крамера). Нехай в системi Ax = b, A ∈ Matn×n(K) ∆(A) 6= 0

i ∆i = ∆(a1 | . . . | b |︸︷︷︸
i

. . . an). Тодi система має єдиний розв’язок, що обчислюється за

формулою: l =




l1
l2
...

ln


, li = ∆i

∆
, i = 1, . . . , n.

Доведення . Оскiльки ∆(A) 6= 0, у вiдповiдностi з пунктом 5 теореми, система
Ax = b визначена. Застосовуємо теорему Крамера i одержуємо, що li∆ = ∆i для

довiльного розв’язку l =




l1
l2
...

ln


. Звiдси, оскiльки ∆ 6= 0, одержуємо формули: li = ∆i

∆
,

i = 1, . . . , n.

Зауваження 7.3. Якщо ∆ = 0,i iснує i ∈ {1, . . . , n} таке, що ∆i 6= 0, то звiдси
випливає, що система несумiсна.

7.6 Поняття мiнору та алгебраїчного доповнення

Припустимо, A ∈ Matn×n(K). Нехай 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ ik ≤ n i 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ jk ≤ n
– деякi два набори iндексiв. Розглянемо матрицю (n − k) × (n − k), яка одержана
з A видаленням рядкiв з номерами i1, . . . , ik i стовпчикiв з номерами j1, . . . , jk. Де-
термiнант одержаної матрицi A[i1, . . . , ik; j1, . . . , jk] називається мiнором матрицi A
порядку n− k. Цей мiнор позначається Ai1,...,ik;j1,...,jk

.
Розглянемо випадок k = 1. Мiнор Ai1;j1 позначатимемо через Ai1,j1 . Елемент (−1)i+jAi1,j1

називається алгебраїчним доповненням i, j−того елемента матрицi A.

Твердження 7.3. Нехай A ∈ Matn×n(K).Правило розкладу за рядком. Має мiсце
така рiвнiсть для довiльного i = 1, . . . , n:

∆(A) =
n∑

j=1

(−1)i+jaijAij або ∆(A) =
n∑

j=1

aij((−1)i+jAij)

(алгебраїчне доповнення).
Правило розкладу за стовпчиком. Має мiсце така рiвнiсть для довiльного

i = 1, . . . , n:

∆(A) =
n∑

i=1

aij(−1)i+jAij.
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Доведення . Доведемо перше твердження. Друга формула аналогiчна першiй (або
ж одержується застосуванням першої формули до транспонованої матрицi). Розгля-
немо

∆(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i




. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
ai1 . . . ain

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

полiлiн.
=

n∑
j=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i




j
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 aij 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

n∑
j=1

aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i




j
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Визначник не змiнюється при елементарних перетвореннях першого роду, тому за
допомогою 1 робимо нулi в j−тому стовпчику. Одержимо

∆(A) =
n∑

j=1

aij

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

i




j
. . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
0 . . . 0 1 0 . . . 0
. . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . 0 . . . . . . . . .




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

В записанiй матрицi всi елементи, крiм i−того рядка i j−того стовпчика такi ж,
як i в матрицi A.

Обчислимо визначник такої матрицi. Переставимо j−ий та 1−ий стовпчики, по-
тiм i−ий та 1−ий рядки. Мiняємо рядки та стовпчики за допомогою елементарних
транспозицiй. Виконуємо при цьому j − 1 перестановку сусiднiх стовпчикiв та i − 1
перестановку сусiднiх рядкiв. Одержимо, що наш визначник рiвний

(−1)j−1+i−1

∣∣∣∣∣∣∣




1
... 0

. . . . . . . . .

0
... A[ij]




∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)i+j

∣∣ A[ij]

∣∣ = (−1)i+jAij =
n∑

j=1

aij(−1)i+jAij.

Розклад за рядком (стовпчиком)
A = (aij), 1 6 i, j 6 n.
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∆(A) =
n∑

i=1

(−1)i+jaijAij ∀j = 1, . . . , n

Ми використали таку рiвнiсть:
(

1 0

0 X

)
= X

Наслiдок (розклад за чужим рядком або стовпчиком).

n∑
i=1

(−1)i+jaikAij = 0 для довiльного k 6= j, k = 1, . . . , n.

n∑
j=1

(−1)i+jakjAij = 0 для довiльного k 6= i, k = 1, . . . , n.

Доведення . Доведемо першу формулу. Розглянемо матрицю A′, яка одержана з
A замiною j−того стовпчика на k−тий.

A = (a1 | . . . | aj |︸ ︷︷ ︸
j

| . . . | ak |︸ ︷︷ ︸
k

. . . an)

A′ = (a1 | . . . | ak |︸ ︷︷ ︸
j

| . . . | ak |︸ ︷︷ ︸
k

. . . an)

∆(A′) = 0 тому, що A′ має два однакових стовпчики.
Розкладемо детермiнант матрицi A′ за j−тим стовпчиком. Зауважимо, що всi мi-

нори A′
ij = Aij, i = 1, . . . , n (пiсля викидання j−того стовпчика матрицi A i A′ пере-

творюються на рiвнi мiж собою матрицi). Отже, ∆(A′) = 0 =
n∑

i=1

(−1)i+j aik︸︷︷︸
k−ий ст.

A′
ij =

n∑
i=1

(−1)i+jaikAij = 0.

Друга формула доводиться аналогiчно.
Формула для оберненої матрицi

Ми довели, що коли ∆(A′) 6= 0, то звiдси випливає, що A ∈ GLn(K) (тобто iснує
A−1). Як ми довели? Достатньо побудувати матрицю X : AX + In.

X = (x1 |x2 | . . . |xn | ) =⇒ AX = (Ax1 |Ax2 | . . . |Axn | ) = In. Маємо n систем
лiнiйних рiвнянь з матрицею A. Розв’язуючи їх за правилом Крамера, знаходимо
полiномiальнi формули для елементiв матрицi X. Домашнє завдання: виконати обчи-
слення.

Приєднана матриця
Нехай A = (aij) ∈ Matn×n(K). Матриця Ã = (ãij) ∈ Matn×n(K) називається приєд-

наною до A, якщо ãij = (−1)i+jAji, 1 6 i, j 6 n.

Лемма 7.7. (Про приєднану матрицю). Нехай A = (aij) ∈ Matn×n(K), Ã - приєднана
до A. Тодi

A · Ã = Ã · A = ∆(A) · In.
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Доведення . (AÃ)ij =
n∑

k=1

aik(Ã)kj = (формула про множення матриць)
n∑

k=1

aik(−1)i+kAjk =

n∑
k=1

(−1)i+kaikAjk =

{
0, якщо i 6= j,

∆(A), якщо i = j.

Тобто, в матрицi (AÃ) коефiцiєнт ij дорiвнює 0, коли i 6= j, i дорiвнює ∆(A), коли
i = j. Звiдси одержимо A · Ã = ∆(A) · In.

Наслiдок (формула для оберненої матрицi). Якщо ∆(A) 6= 0, то A−1 =
1

∆(A)
· Ã.

Доведення . Оскiльки ∆(A) 6= 0, то A−1 iснує i однозначно визначається рiвнiстю
AA−1 = In. Перевiримо формулу:

A(
1

∆(A)
· Ã) =

1

∆(A)
· (AÃ) =

1

∆(A)
∆(A)In = In.

Приклад. n = 2

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, A11 = a22, A12 = a21, A22 = a11, A21 = a12. Тодi Ã =

(
a22 −a12

−a21 a11

)
,

∆(A) = a11a22 − a12a21, A−1 =
1

a11a22 − a12a21

(
a22 −a12

−a21 a11

)
.

Мiнорний ранг
Яка користь вiд визначникiв для неквадратних матриць?
A ∈ Matm×n(K), 0 6 k 6 min(m,n)
1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n
Позначимо через A|[i1,...,ik;j1,...,jk] (k×k)−матрицю, утворену елементами, якi знахо-

дяться в рядках з номерами i1, . . . , ik та стовпчиками з номерами j1, . . . , jk. Визначник
цiєї матрицi ми називаємо мiнором матрицi A (мiнором k−того порядку, що вiдповiдає
рядкам i1, . . . , ik та стовпчикам j1, . . . , jk).

Мiнорним рангом матрицi A називається порядок (максимальний) k, за якого iснує
ненульовий мiнор (порядок максимального ненульового мiнора).

Зауваження 7.4. Мiнорний ранг вважається рiвним 0, якщо A - нульова матриця.

Тимчасове позначення: rankm(A).

Теорема 7.5. A ∈ Matm×n(K). rankm(A) = rank(A).

Лемма 7.8. Наступнi твердження еквiвалентнi:
1) rankA > r;
2) Iснує мiнор порядку r матрицi A, вiдмiнний вiд 0.

Зауваження 7.5. Взявши максимально можливе r в 1), одержуємо r = rank(A);
максимально можливе r в 2) дає r = rankm(A) =⇒ теорема.

Доведення . (леми).
rank(A) > r =⇒ в матрицi A iснують rлiнiйно незалежних рядкiв.
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Зауваження 7.6. Нi rank(A), нi rankm(A) не змiнюються при перестановках ряд-
кiв i стовпчикiв матрицi A.

Будемо вважати (з врахуванням зауваження), що першi r рядкiв матрицi A - лiнiй-
но незалежнi (iнакше переставимо лiнiйно незалежнi рядки на першi мiсця). Позна-

чимо через A′ (r×n)−матрицю, утворену першими r рядками матрицi A, A =




a1

...
ar


.

Очевидно, rankA′ = r. Оскiльки rankr(A
′) = rankC(A′), то r iснують r лiнiйно

незалежних стовпчикiв. (Вважаємо, що це першi r стовпчикiв). Розглянемо мiнор в
A′, утворений першими r рядками i r першими стовпчиками (M).

M = det A′′ (з точнiстю до знака M є мiнором порядку r матрицi A). Стверджує-
ться, що M 6= 0, тому що r стовпчикiв матрицi A′, якi утворюють матрицю A′′, лiнiйно
незалежнi. Отже, з 1) =⇒ 2). rankA > r =⇒ iснує мiнор порядку r 6= 0.

2) =⇒ 1). Припустимо, що iснує мiнор порядку r, вiдмiнний вiд 0. Переставивши
рядки-стовпчики, вважаємо, що вiн утворений першими r рядками та стовпчиками.

Оскiльки ∆(A′) 6= 0, то першi r рядкiв в A′ - лiнiйно незалежнi =⇒ першi r рядкiв
в A теж лiнiйно незалежнi.

a1, a2, . . . , ar. Якщо
r∑

i=1

λia
i = 0, то, розглянувши лише першi r координат, одержи-

мо
r∑

i=1

λia
i′ = 0, де ai′ - i−тий рядок матрицi A′ =⇒ rankA > r (iснує r лiнiйно

незалежних рядкiв).
Кориснi детермiнанти

A =




a11 . . . 0
...

...
...

0 . . . ann


 , ∆(A) = a11 . . . ann.

Доведення . ∆(A) =
∑

σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

Для того, щоб доданок в цiй сумi не був апрiорно нульовим
σ(1) 6 1, σ(2) 6 2, . . ., σ(n) 6 n =⇒ σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} - бiєкцiя =⇒

σ = 1, σ(i) = i для довiльного i =⇒ ∆(A) =
∑
σ=1

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n = a11 . . . ann.

Визначник блочної матрицi


k

k B ∗
0 C l

l



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n = k + l
∆(A) = ∆(B)∆(C).
Доведення . ∆(A) =

∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

Якщо i = 1, . . . , k, σ(i) > i, то вiдповiдний доданок дорiвнює 0. Звiдси випливає,
що для σ, якi визначають ненульовий доданок має мiсце: σ : {1, . . . , k} → {1, . . . , k},
σ : {k + 1, . . . , k + l} → {k + 1, . . . , k + l}, тобто σ є пiдстановкою також на множинах
{1, . . . , k} та {k + 1, . . . , k + l}.

Введемо позначення bij = aij, 1 6 i, j 6 k, cij = ak+i,k+j, 1 6 i, j 6 l, тодi ∆(A) =∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(k)kaσ(k+1)k+1 aσ(k+l)k+l =
∑

σ1∈Sk,σ2∈Sl

ε(σ1)ε(σ2)bσ1(1)1 . . . bσ1(k)kcσ2(1)1 cσ2(l)l =

(
∑

σ1∈Sk

ε(σ1)bσ1(1)1 . . . bσ1(k)k) × (
∑

σ2∈Sl

ε(σ2)cσ2(1)1 cσ2(l)l) = ∆(B)∆(C).

Детермiнант Вандермонда

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 . . . 1
x1 x2 . . . xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn−1

1 xn−1
2 . . . xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∏
16i<j6n

(xj − xi).
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