
ВЕКТОРНI ПРОСТОРИ

1. Практикум

1.3. Пiдпростори, фактор простори.

Деякi твердження та означення

Нехай V - це n−вимiрний векторний простiр над полем k. Якщо W ⊂ V - деякий лiнiйний
пiдпростiр, то iснує мономорфiзм σ : W → V . Фiксуємо базиси v = {v1, . . . , vn} простору V та w =

{w1, . . . , wm}, m 6 n пiдпростору W . Вiдображення σ : W → V визначається (n ×m)−матрицею
[ σ ], яка називається матрицею занурення пiдпростору W в V (при фiксованих базисах v, w).
Стовпчиками матрицi [ σ ] будуть координати векторiв w1, . . . , wm в базисi v.

Зауваження. Матрицю занурення можна так само визначити i в разi завдання пiдпростору си-
стемою твiрних векторiв {b1, . . . , bm} (не обов’язково лiнiйно незалежною); при цьому вiдображен-
ня [ σ ] може не бути мономорфiзмом. Матрицю занурення в цьому випадку називаємо розширеною
матрицею занурення.

Нехай V – деякий простiр над полем k, V1, V2 ⊂ V – його пiдпростори. Має мiсце формула
Грасмана:

(1) dim(V1 + V2) = dim V1 + dim V2 − dim(V1 ∩ V2)

Векторний простiр V називається внутрiшнiм прямим добутком (або внутрiшньою прямою су-
мою) своїх пiдпросторiв V1, V2 i позначається V = V1

+. V2, якщо

V = V1 + V2, V1 ∩ V2 = 0.

Якщо V = V1 + V2, то для довiльного вектора v ∈ V iснує розклад за пiдпросторами v = v1 + v2,
v1 ∈ V1, v2 ∈ V2. Такий розклад єдиний тодi i лише тодi, коли V = V1

+. V2.

Нехай V = V1
+. V2 - розклад простору V в пряму суму пiдпросторiв. Лiнiйне вiдображення

(2)
P1 : V −→ V

v = v1 + v2 7→ v1

називається оператором проекцiї з простору V1
+. V2 на простiр V1 паралельно до простору V2.

Вектор v1 називається проекцiєю елемента v на пiдпростiр V1 паралельно до пiдпростору V2, а v2

називається проекцiєю елемента v на простiр V2 паралельно до простору V1. При цьому Im P1 = V1,
Ker P1 = V2 i виконуються тотожностi:

(3) P1 + P2 = 1V , P2
1 = P1, P2

2 = P2, P1P2 = P2P1 = 0.

Нехай W ⊂ V – деякий пiдпростiр простору V . Вiдношення на V вигляду x ∼ y ⇐⇒ x−y ∈ W

є вiдношенням еквiвалентностi. Сумiжним класом елемента v ∈ V за пiдпростором W називається
клас еквiвалентностi v = v +W . Два сумiжнi класи або не перетинаються, або збiгаються. Фактор
простором простору V за пiдпростором W ⊂ V називається множина сумiжних класiв

V/W =
{
v̄ = v + W | v ∈ V

}
,
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яка має природну структуру векторного простору над полем k. При цьому

(4) dim V/W = dim V − dim W.

Позначимо через

(5)
πW : V −→ V / W

v 7→ v + W

канонiчну проекцiю з простору V на фактор простiр V/W , лiнiйне вiдображення πW – епiморфiзм,
Im πW = V/W , Ker πW = W .

Зауваження. Якщо V = W +. W ′ i w′
1, . . . , w

′
k - базис W ′, то w′

1, . . . , w
′
k - базис V/W .

Нехай V, U,W - деякi простори над полем k. Тодi

∃ мономорфiзм σ : U −→ V ⇐⇒ U пiдпростiр V

∃ епiморфiзм π : V −→ W ⇐⇒ W фактор простiр V

1.3.1. Пiдпростiр V ⊂ R4 задається системою твiрних
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

. Не-

хай W ⊂ R4 - це пiдпростiр розв’язкiв системи лiнiйних рiвнянь





x1 = x3

x2 = x4

.

(1) Знайдiть визначальну систему лiнiйних рiвнянь для пiдпростору V .
(2) Покажiть, що сума пiдпросторiв V + W є прямою.
(3) Знайдiть розклад вектора x = (1, 2, 4, 2)> за пiдпросторами V та W .

1.3.2. Пiдпростiр U1 ⊂ R4 заданий визначальною матрицею A (тобто U1 = KerLA), а пiдпро-
стiр U2 ⊂ R4 заданий системою твiрних b1, b2, b3 ∈ R4, де

A =




1 1 0 −1

0 −1 1 0

2 1 1 −2


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 .

Знайдiть базис пiдпростору U1 ∩ U2 ⊂ R4. Знайдiть визначальну систему лiнiйних однорiдних
рiвнянь, що задає пiдпростiр U = U1 + U2 ⊂ R4, та базис простору U .

1.3.3. Для матрицi A =




1 1 0 −1

1 1 1 1

0 −1 1 0

2 1 2 0


 ∈ Mat4(R) опишiть множину

{
v ∈ R4 | v 6∈ ImLA

}
.
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1.3.4. Вкажiть, як вiдрiзняються мiж собою рiзнi доповнювальнi пiдпростори до пiдпростору

V в R3, де V =
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
 ⊂ R3. (Якi пiдпростори вважаються рiвними?)

1.3.5. Нехай V - це лiнiйна оболонка векторiв

v1 =




−1

2

−1

1


 ; v2 =




1

−2

0

0


 ; v3 =




0

0

1

−1


 .

Знайдiть розмiрнiсть dim V та базис пiдпростору V ⊂ R4. Вкажiть доповнення пiдпростору V до
простору R4 (тобто розклад у суму R4 = V + V ′, так, щоб V ∩ V ′ = 0).

1.3.6. Покажiть, що V + W = V та V ∩ W = W , де W =
(
w1, w2

)
, V =

(
v1, v2, v3

) ⊂ R4.
Доповнiть базис простору W до базису простору V , якщо

w1 =


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1.3.7. Знайдiть базис суми V + W двох пiдпросторiв V,W ⊂ R4, заданих системами твiрних

V =
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Використовуючи формулу Грасмана dim V + dim W − dim (V ∩W ) = dim(V + W ), перевiрте, чи
буде ця сума прямою.

1.3.8. Знайдiть базиси перетину V ∩W та суми V +W двох пiдпросторiв V, W ⊂ R4, заданих
системами лiнiйних рiвнянь:

V :

{
x1 + x3 = 0

x2 + x4 = 0
W :





x1 + x2 + x3 + x4 = 0

x1 − x4 = 0

x2 + x3 + 2x4 = 0

Перевiрте справедливiсть формули Грасмана .

1.3.9. Перейшовши до задання пiдпросторiв системами лiнiйних однорiдних рiвнянь, зна-
йдiть базис перетину V ∩W двох пiдпросторiв V, W ⊂ R4, заданих системами твiрних

V =


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Вкажiть базиси просторiв V та W , якi включають в себе базис перетину V ∩W .
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1.3.10. 1). Знайдiть базиси суми V + W та перетину V ∩W пiдпросторiв V , W ⊂ R3.
2) Для вектора b ∈ R3 знайдiть два рiзних розклади за цими пiдпросторами.

V =



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1.3.11. Нехай V1, V2 ⊂ V - лiнiйнi пiдпростори i dim(V1 + V2) − dim(V1 ∩ V2) = 1. Покажiть, то
сума V1 + V2 спiвпадає з одним iз цих пiдпросторiв, а перетин V1 ∩ V2 - з iншим.

1.3.12. Не використовуючи формули Грасмана, доведiть твердження: якщо dim(V + W ) =

dim V , то dim(V ∩W ) = dim W .

1.3.13. Покажiть, що сума пiдпросторiв V1, V2 ⊂ V є прямою тодi i лише тодi, коли довiльний
вектор v ∈ V однозначно представляється у виглядi суми v = v1 + v2, де v1 ∈ V1, v2 ∈ V2.

1.3.14. Покажiть, що сума пiдпросторiв V1, V2 ⊂ V є прямою тодi i лише тодi, коли хоча б один
вектор v ∈ V однозначно представляється у виглядi суми v = v1 + v2, де v1 ∈ V1, v2 ∈ V2.

1.3.15. Нехай V = V1
+. V2. Покажiть, що оператор проекцiї P1 : V1

+. V2 −→ V1 є iдемпотентним,
тобто P2

1 = P1. Покажiть, що P2 = 1V − P1 - оператор проекцiї на пiдпростiр V2 паралельно до V1.

1.3.16.

1.3.17. Доведiть, що в лiнiйному просторi Matn(k) лiнiйнi пiдпростори V1 симетричних i V2

кососиметричних матриць можна розглядати як прямi доповнення один до одного. Знайдiть вiд-
ображення проекцiй P1, P2 вiд елементарних матриць (на кожен з цих пiдпросторiв паралельно до
доповнюючого пiдпростору). Як знайти цi проекцiї для довiльної матрицi?

1.3.18. В лiнiйному просторi Matn(k) вкажiть розмiрнiсть та базис перетину лiнiйних пiдпро-
сторiв верхнiх трикутних та нижнiх трикутних матриць.

1.3.19. Покажiть, що сума 4-вимiрного та 5-вимiрного пiдпросторiв простору розмiрностi 8 не
може бути прямою.

1.3.20. Покажiть, що для довiльного розкладу в пряму суму V = V1
+. V2 iснує лiнiйний опера-

тор f : V → V такий, що Im f = V1, Ker f = V2.

1.3.21. Покажiть, що для довiльного пiдпростору W ⊂ V iснує лiнiйний оператор f : V → V

такий, що (a) Im f = W , (b) Ker f = W .

1.3.22. Нехай v1 =




1

1

1

1


, v2 =




2

1

1

1


 ∈ R4.

(1) Доповнiть базис пiдпростору V =
(
v1, v2

)
до базису R4, тобто визначте розклад R4 =

V +. V ′.
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(2) Вкажiть розмiрнiсть та базис фактор-простору R4/V .
(3) Визначте значення канонiчної проекцiї π : R4 −→ R2 = R4/V на стандартних базисних

векторах.
(4) Випишiть матрицю [ π ] в цих базисах.
(5) Обчислiть π(2e1 + e2 + 2e3 + 2e4).

1.3.23. Нехай V1, V2 ⊂ Rn - деякi пiдпростори i dim Vi = di, i = 1, 2, dim(V1 ∩ V2) = d. Чому
дорiвнює dim (V1 ∪ V2)/(V1 ∩ V2)?

1.3.24. Нехай W =







1

1

1

1


 ,




1

−1

1

−1


 ,




3

1

3

1





 ⊂ R4. Знайдiть розмiрнiсть та базис фактор-

простору R4/W та координати вектора e1 + e2 = e1 + e2 + W ∈ R4/W в цьому базисi. Покажiть,
що e1 + e2 + 2e3 + 2e4 = e1 + 2e2 + 3e3 + 4e4.

1.3.25. Нехай W =







1

1

1

1


 ,




1

−1

1

−1


 ,




3

1

3

1





 ; V =







2

2

3

1


 ,




0

1

0

1


 ,




1

2

2

1





.

(1) Покажiть, що W ⊂ V .
(2) Доповнiть базис пiдпростору W до базису V , тобто визначте розклад V = W +. W ′.
(3) Знайдiть розмiрнiсть та базис фактор-простору V/W .

1.3.26. Нехай V = R4, W =







3

−1

1

1


 ,




1

1

1

1


 ,




2

−2

0

0





 ; U =







0

2

1

1


 ,




2

−1

1

0





.

a) Знайдiть базис фактор-простору V/W та визначте проекцiю π : V → V/W у стандартному
базисi.

b) Знайдiть базис пiдпростору π(U).

c)∗ Встановiть iзоморфiзм пiдпросторiв : (U + W )/W ' U/U ∩W .

1.3.27. Вкажiть геометричний смисл поняття пiдпростору V =
(
v1, v2

)
декартового простору

R3 та фактор простору R3/V , якщо v1 =




1

1

−2


, v2 =




1

2

3


.

1.3.28. Нехай D = ∂
dx

- оператор диференцiювання в просторi R[x]n. Опишiть фактор простiр
R[x]n/KerD.

1.3.29. Нехай F : R[x]n → R[x]n, f(x) 7→ f(0) - лiнiйне вiдображення в просторi R[x]n. Опишiть
фактор простiр R[x]n/KerF .

1.3.30. Нехай V = Matn(k) - простiр матриць. Вкажiть розмiрнiсть та базис фактор простору
V/W , якщо W є пiдпростором a) дiагональних матриць; b) скалярних матриць; c) матриць зi
слiдом 0.
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1.3.31. ∗ Лiнiйний оператор f : V → V називається iнволюцiєю, якщо його квадрат дорiвнює
тотожному вiдображенню I = IV : V → V . Нехай f : V → V - iнволюцiя. Покажiть, що

(1) V = Im (I− f) +. Im (I + f);
(2) Im (I− f) = Ker(I + f);
(3) V = Ker(I− f) +. Ker(I + f).

1.3.32. ∗ Лiнiйний оператор f : V → V називається iдемпотентним, якщо f 2 = f . Нехай
f : V → V - iдемпотент. Покажiть, що V = W +. Ker(f), де W = {x ∈ V | f(x) = x}.

Додому:

1.3.33. Знайдiть базиси векторних просторiв V , W , V + W та V ∩ W , якщо пiдпростори
V, W ⊂ R3 заданi системами твiрних

V =







1

0

2


 ,




0

1

−1


 ,




2

1

3





 ; W =







1

3

0







0

2

−1


 ,




1

1

1





 .

Вкажiть базиси просторiв V та W , якi включають в себе базис перетину V ∩W .

1.3.34. Покажiть, що сума двох рiзних 2-вимiрних пiдпросторiв в R3 дорiвнює усьому R3.

1.3.35. Пiдпростори V, W ⊂ R4 заданi системами твiрних

V =








1

1

0

−1


 ,




−1

1

2

1


 ,




1

0

−1

−1








; W =








1

1

1

1







1

0

0

1


 ,




−2

0

1

0








Покажiть, що V + W = W та V ∩W = V .

1.3.36. Знайдiть базис суми i базис перетину пiдпросторiв U1 =
(
a1, a2, a3

)
i U2 =

(
b1, b2, b3

)

простору R4 та представте вектор c = (3, 1, 0, 1)> двома способами у виглядi суми c = u1 + u2,
u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, якщо

a1 =




1

0

1

−1


 , a2 =




1

1

1

0


 , a3 =




1

−1

1

−2


 , b1 =




2

1

−1

2


 , b2 =




1

−1

−2

1


 , b3 =




−1

4

5

−1


 .

1.3.37. Перевiрте, чи справедливе включення W ⊂ V , де W = (w1, w2), V = (v1, v2, v3), якщо

w1 =




1

2

1

1


, w2 =




2

5

−1

3


; v1 =




1

2

0

1


, v2 =




2

3

1

1


, v3 =




3

6

1

2


.
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1.3.38. Знайдiть базис фактор-простору R3/V , V =







3

−1

1


 ,




1

1

1





 та визначте канонiчну

проекцiю π : R3 −→ R3/V у стандартному базисi. Знайдiть π




1

−1

0


, π




2

1

2


.

1.4. Вiдповiдi. 1.3.1. 1.





x1 + x2 + x4 = 0

x3 + 3x4 = 0
2. V ∩W = 0. 3. x = (−2, 1, 3, 1)>+(1, 1, 1, 1)> ∈

V +. W .

1.3.2. Базис U1 складається з векторiв (1,−1,−1, 0)>, (1, 0, 0, 1)>, базис U1∩U2 є (−1, 2, 2, 1)>,
визначальна систему для U :

{
x2 = x3.

1.3.6. Базис V дорiвнює {w1, w2, v3}.
1.3.7. Базис V + W дорiвнює {v1, v2, w2}, dim(V ∩W ) = 1.

1.3.8. dim(V + W ) = 3; V ∩W =

(
(1,−1,−1, 1)>

)
.

1.3.9. V ∩W =

(
(0, 1, 2, 1)>

)
, (0, 1, 2, 1)> = 2v1 + v2 = w1 + w2.

1.3.22. R4 = V +. U , U =
(
e3, e4

)
, R4/V =

(
e3, e4

)
, [ π ] =

(
0 −1 1 0

0 −1 0 1

)
, e3 + e4.

1.3.23. d1 + d2 − 2d.


