
2. Жорданова нормальна форма

2.1. Власнi та iнварiантнi пiдпростори.

Деякi твердження та означення

Нехай V – векторний простiр над полем k, f : V −→ V – лiнiйний оператор. Пiдпростiр W ⊂ V

називається iнварiантним для оператора f , якщо f(w) ∈ W для довiльного w ∈ W . Цю умову ще
можна записати так: f(W ) ⊂ W .

Iндукований лiнiйний оператор

Нехай W ⊂ V – iнварiантний пiдпростiр вiдносно оператора f : V → V , dim V = n, dim W =

m. Iснує оператор fW : W → W (який називається iндукованим) такий, що наступна дiаграма
комутативна:

W
fW−−−→ W

σW

y yσW

V
f−−−→ V

, де σW − канонiчне занурення.

Позначимо через v = {w1, . . . , wm, vm+1, . . . , vn} базис простору V такий, що w = {w1, . . . , wm}
– це базис простору W . Тодi u = {vm+1, . . . , vn} – базис фактор-простору V/W . Оператор f iндукує
лiнiйний оператор fW : V/W → V/W , v 7→ f(v) такий, що наступна дiаграма комутативна:

V
f−−−→ V

πW

y yπW

V/W
fW−−−→ V/W

, де πW − канонiчна проекцiя.

Матриця [f ] = v[f ]v має вигляд: [f ] =

(
A B

0 C

)
, де A ∈ Matm(k), B ∈ Matm×(n−m)(k),

C ∈ Matn−m(k). Згiдно з вищесказаним, A - це матриця оператора fW : W → W в базисi w, а C-
це матриця оператора fW : V/W → V/W в базисi u.

Власнi пiдпростори лiнiйного оператора

Скаляр λ ∈ k називається власним значенням лiнiйного оператора f : V −→ V , якщо iснує
w ∈ W таке, що f(w) = λw. Вектор w ∈ V називається власним для лiнiйного оператора f : V −→
V з власним значенням λ ∈ k, якщо f(w) = λw. Пiдпростiр простору V , який мiстить усi власнi
вектори вiдносно власного значення λ ∈ k, називається власним пiдпростором i позначається Vλ.
Тодi Vλ = Ker (λ−f) 1. Очевидно, Vλ – iнварiантний пiдпростiр оператора f i матриця iндукованого
оператора f : Vλ → Vλ в довiльному базисi є скалярною матрицею [ f ] = λIm, m = dim Vλ.

Характеристичним полiномом матрицi A ∈ Matn(k) називається полiном χA(λ) = | λIn − A |.
Характеристичним полiномом лiнiйного оператора f : kn → kn називається полiном

χ(λ) = χf (λ) = | λIn − A |, де A = [ f ].

Характеристичний полiном χf (λ) оператора f не залежить вiд вибору базису, в якому розглядається
його матриця. Множина Λf усiх коренiв полiнома χf (λ) називається спектром оператора f . Для
λ ∈ Λf позначимо через kλ кратнiсть λ як кореня полiнома χf .

1Через λ− f позначається вiдображення λ 1V − f : V → V .
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Якщо f : V → V i W ⊂ V - iнварiантний пiдпростiр, то характеристичний полiном iндукованого
оператора fW : W → W дiлить χf (λ).

Кажуть, що ненульовий полiном ϕ(t) ∈ k[t] анулює оператор f : kn → kn, якщо оператор
ϕ(f) тотожно рiвний нулю. Анулюючий полiном оператора f найменшого степеня зi старшим
коефiцiєнтом 1 називається мiнiмальним полiномом оператора f i позначається mf . Мiнiмальний
полiном оператора LA : kn → kn називається мiнiмальним полiномом матрицi A.

Теорема 2.1 (Гамiльтона-Келi). Якщо k = k, то для довiльного оператора f : V → V

справедлива тотожнiсть:

χf (f) = 0 (тотожно рiвний нулю.)

Iншими словами, кожен оператор є коренем свого характеристичного полiнома. Тодi, за теоремою
про дiлення з остачею, довiльний анульючий полiном дiлиться на мiнiмальний. Зокрема, deg mf | n.

Кажуть, що f : V −→ V дiагоналiзується (або зводиться до дiагонального вигляду), якщо в
деякому базисi v простору V матриця v[f ]v дiагональна. Iншими словами, оператор f дiагоналiзується,
якщо iснує базис V , який складається з власних векторiв f .

Лема 2.2. Оператор f : V −→ V дiагоналiзується, якщо усi його власнi значення належать
полю k i виконується одна з двох еквiвалентних умов:

(1) n =
∑
λ∈Λ

dim Vλ, (2) dim Vλ = kλ для кожного (λ, kλ) ∈ Λ.

Для лiнiйного оператора f : V −→ V пiдпростiр

Cf (v) =
{

fk(v) | k = 0, 1, . . .
}
⊂ V

називається циклiчним (вiдносно f), породжених вектором v ∈ V . Cf (v) є найменшим iнварiантним
пiдпростором оператора f , який мiстить v. При цьому виконується така властивiсть:
Якщо W ⊂ V - iнварiантний пiдпростiр (вiдносно f) i v ∈ W , то Cf (v) ⊂ W .

(1) Обчислiть власнi значення та власнi вектори оператора f з матрицею

a)

(
2 3

4 1

)
; b)

(
0 2

2 0

)
; c)

(
0 1

−1 0

)
; d)

 4 −1 −2

2 1 −2

1 −1 1

 ; e)

 0 0 1

0 1 0

1 0 0

 .

Знайдiть матрицю B цього оператора в базисi, що складається iз власних векторiв.
(2) Знайдiть власнi значення та власнi пiдпростори оператора з матрицею

(
0 1

−1 0

)
;

 0 −1 0

1 0 0

1 1 −1

 a) в R; b) в C.

(3) Знайдiть власнi значення та власнi вектори оператора f(x) 7→ f(2x + 1) в R[x]3.
(4) Доведiть, що сума власних пiдпросторiв оператора A (з рiзними власними значеннями)

є прямою сумою.



2. ЖОРДАНОВА НОРМАЛЬНА ФОРМА 3

(5) Обчислiть власнi значення та власнi пiдпростори оператора f : R4 → R4 з матрицею

(a)


3 0 0 0

0 2 0 0

1 0 3 0

0 0 1 3

 ; (b)


3 0 1 0

0 2 0 0

0 0 3 1

0 0 0 3

 ; (c)


3 0 0 0

1 3 0 0

0 0 2 0

1 0 0 3

 .

Для яких матриць пiдпростiр W =
(
e3, e4

)
буде iнварiантним?

(6) Знайдiть дiагональний вигляд diag(f) оператора f : R3 → R3 з матрицею A та
матрицю переходу до базису, що складається з власних векторiв:

(a) A =

 1 1 1

2 2 2

3 3 3

 ; (b) A =

 1 2 2

2 1 2

2 2 1

 .

(7) Знайдiть дiагональний вигляд diag(f) оператора f : C3 → C3 вигляду x

y

z

 f7−→

 z

x− z

y + z

 .

та матрицю переходу до базису, що складається з власних векторiв.
(8) Знайдiть матрицю переходу до базису, що складається з власних векторiв оператора f

з матрицею [f ] =


1 1 2 3

0 2 2 4

0 0 1 −2

0 0 0 2

 та матрицю оператора f в цьому базисi.

(9) Чи дiагоналiзуються такi матрицi

A =


3 2 1 1

2 3 1 1

0 0 2 1

0 0 1 2

 ; B =


3 2 1 1

2 3 1 1

0 0 5 1

0 0 −4 1

 ; C =


−1 −1 0 0

−1 −1 0 0

−1 −1 −1 −1

−1 −1 −1 −1

?

(10) Нехай L =

 4 −6 4

1 0 0

0 1 0

 , v1 =

 0

1

1

 , v2 =

 2

1

0

 .

Покажiть, що пiдпростiр V = (v1, v2) ⊂ R3 є iнварiантним для лiнiйного вiдображення
L : R3 → R3, визначеного матрицею L, але не мiстить власних векторiв.

(11) Що можна сказати про оператор f : kn → kn, вiдносно якого довiльний пiдпростiр
V ⊂ kn є iнварiантним?

(12) Знайдiть усi iнварiантнi пiдпростори оператора диференцiювання в просторi R[x]n.
(13) Доведiть, що якщо f – невироджений оператор, то f та f−1 мають однi i тi ж iнварiантнi

пiдпростори. Порiвняйте спектри Λf та Λf−1 .

(14) Матриця лiнiйного оператора f має вигляд [ f ] =


−1 0 1 −1

0 −1 0 −1

0 0 −1 0

−1 1 2 1

.

Знайдiть базиси циклiчних пiдпросторiв Cf (e1), Cf (e4), Cf (e1 +e2) та матрицi iндукованих
операторiв у цих базисах.
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(15) Нехай f : Rn → Rn. Припустимо, що Rn = Cf (x) для деякого x ∈ Rn. Це означає, що
множина v = {fn−1(x), . . . , f(x), x} утворює базис Rn. Якщо

fn(x) = a1f
n−1(x) + . . . + an−1f(x) + anx, то F = v[f ]v =


a1 1 0 . . . 0
a2 0 0 . . .

...
...

...
. . .

...
an−1 0 0 . . . 1

an 0 0 . . . 0

 .

F називається матрицею Фробенiуса. Обчислiть характеристичний полiном χf (λ). Покажiть,
що якщо χf (λ) незвiдний над R, то оператор f не має нетривiальних iнварiантних пiдпросторiв.

Вiдповiдi:

2.1.1. (a) A =

(
2 3

4 1

)
; V5 =

((
1

1

))
, V−2 =

((
−3

4

))
.

T =

(
1 −3

1 4

)
; T−1 =

1

7

(
4 3

−1 1

)
; B = T−1AT =

(
5 0

0 −2

)
;

(d) diag(f) =

 1 0 0

0 2 0

0 0 3

, V1 =

( 1

1

1

), V2 =

( 1

0

1

), V3 =

( 1

1

0

)

(e) diag(f) =

 1 0 0

0 1 0

0 0 −1

, V1 =

( 1

0

1

 ,

 0

1

0

), V−1 =

( 1

0

−1

).

2.1.2. Для A =

 0 −1 0

1 0 0

1 1 −1

 v−1 =

 0

0

1

, vi =

 i

1

1

, v−i =

 −i

1

1

.

Iнварiантнi пiдпростори над R: V−1 =
(
v−1

)
та U =

(
e1, e2 + e3

)
.

2.1.3. Λf = {1, 2, 4, 8}; V1 =
(
1
)
, V2 =

(
x + 1

)
; V4 =

(
(x + 1)2

)
, V8 =

(
(x + 1)3

)
.

2.1.5. (a) V2 =
(
e2

)
, V3 =

(
e4

)
; (b) V2 =

(
e2

)
, V3 =

(
e1

)
; (c) V2 =

(
e3

)
, V3 =

(
e2, e4

)
.

2.1.6. (a) diag(f) =

 0 0 0

0 0 0

0 0 6

 ; T =

 1 0 1

−1 −1 2

0 1 3

 .

(b) diag(f) =

 5 0 0

0 −1 0

0 0 −1

 ; T =

 1 0 1

1 −1 −1

1 1 0

 .

2.1.7. diag(f) =

 1 0 0

0 i 0

0 0 −i

 ; T =

 1 1 1

0 −1− i −1 + i

1 i −i

 .

2.1.8. diag(f) =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 2

 , T =


1 0 1 1
0 2 1 0
0 −1 0 2
0 0 0 −1

 .

2.1.9. A дiагоналiзується, B – нi, C – нi.
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2.1.9. Lv1 = v1 − v2, Lv2 = v1 + v2. Якщо L(αv1 + βv2) = λ(αv1 + βv2), то α2 + β2 = 0.

2.1.12. Iнварiантнi пiдпростори мають вигляд R[x]k, 0 6 k 6 n.

2.1.14. Cf (e1) =

(
e1,−e1 − e4, 2e1 + e2

)
, [ f ]Cf (e1) =

 0 0 1

1 0 1

0 1 −1

. Cf (e4) =

(
e4, e4 − e1 −

e2

)
, [ f ]Cf (e4) =

(
0 1

1 0

)
. Cf (e1 + e2) =

(
e1 + e2

)
, [ f ]Cf (e1+e2) =

(
−1

)
.

2.1.15. χf (λ) = λn − a1λ
n−1 − . . .− an−1λ− an.

Додому:

(1) Костр.: 3.2.15, а), ст. 119; 2. 3.2.16, а), б); 3.2.22; 3.2.24.
(2) Обчислiть власнi значення та власнi пiдпростори оператора f : R4 → R4 з матрицею

A =


1 0 1 0

1 1 0 1

1 0 1 0

0 1 1 1

 .
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2.2. Кореневi пiдпростори.

Деякi твердження та означення

Кореневим пiдпростором простору kn вiдносно оператора f : kn → kn, що вiдповiдає власному
значенню λ ∈ Λf називається пiдпростiр

V λ =
{
v ∈ kn | ∃ k ∈ N (λ− f) kv = 0

}
.

Ланцюжком в кореневому пiдпросторi V λ матрицi A називається така система лiнiйно незалежних
векторiв v1, v2, . . ., vk з V λ, для якої

vk
(λ−f)−→ (λ− f)vk︸ ︷︷ ︸

vk−1

(λ−f)−→ . . . . . .
(λ−f)−→ (λ− f)k−2vk︸ ︷︷ ︸

v2

(λ−f)−→ (λ− f)k−1vk︸ ︷︷ ︸
v1

(λ−f)−→ 0

Ланцюжковим базисом кореневого пiдпростору V λ оператора f називається базис, який скла-
дається з ланцюжкiв. Висотою кореневого вектора v ∈ Vλ називається таке h ∈ N, що (λ−f)hv =

0, але (λ−f)h−1v 6= 0. Висота нульового вектора вважається рiвною нулю; висота власного вектора
дорiвнює 1; висота довiльного кореневого вектора не перевищує кратностi вiдповiдного власного
значення (кореня характеристичного полiнома).

Ланцюжковим базисом оператора f називається базис, який є об’єднанням ланцюжкових базисiв
усiх кореневих пiдпросторiв.

Для λ ∈ Λf позначимо dk(λ) = dim Ker(λ− f)k, k > 0.

Теорема 2.3. Розмiрнiсть dimk V λ збiгається з кратнiстю λ. У кожному кореневому пiдпросторi
V λ iснує ланцюжковий базис. Кiлькiсть ланцюжкiв в V λ дорiвнює розмiрностi d1(λ) власного
пiдпростору Vλ з власним значенням λ. Довжина максимального ланцюжка дорiвнює найменшому
такому числу t ∈ N, що dt(λ) = dt+1(λ). Кiлькiсть ланцюжкiв довжини не менше нiж t у
довiльному ланцюжковому базисi простору V λ дорiвнює рiзницi dt(λ)− dt−1(λ).

Позначимо Jk(λ) ∈ Matn(k) - клiтину Жордана з власним значенням λ.

(1) Побудуйте кореневi пiдпростори та знайдiть висоти кореневих векторiв для матриць:

A =


2 −1 0 0

0 3 0 1

0 0 2 0

0 0 0 3

 ; B =


−1 0 0 0

0 1 1 −1

3 0 2 0

3 1 −1 3

 ; C =


0 0 −1 −1

0 2 1 0

1 0 2 1

2 0 1 3

 .

(2) Нехай λ1, . . . , λr - власнi значення матрицi A, k1, . . . , kr ∈ N - кратностi коренiв λi

характеристичного полiнома χA(t), V λi - кореневi пiдпростори.
(a) Покажiть, що пiдпростiр V λi iнварiантний.
(b) Покажiть, що V λi ∩ V λj = 0, якщо i 6= j, тобто сума V λi + V λj – пряма.
(c) Покажiть, що dim V λi ≤ ki.
(d) Нехай A′ = A|V λi : V λi → V λi - iндукований оператор. Покажiть, що χA′(t) = (t−λi)

ki .
(e) Припустимо, що kn = V λ1 +. · · · +. V λr . Покажiть, що χA(t) = (t− λ1)

k1 . . . (t− λr)
kr .
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(3) Розкладiть простiр R4 в пряму суму кореневих пiдпросторiв вiдносно оператора f :

R4 → R4, знайдiть висоти кореневих векторiв та побудуйте ланцюжковi базиси кореневих
пiдпросторiв, якщо

[ f ] =


3 1 0 0

0 2 1 0

0 1 2 2

0 0 0 3

 .

(4) Побудуйте ланцюжковий базис v простору R3 оператора f та знайдiть матрицю оператора
в цьому базисi, якщо

(a) [f ] =

 −2 1 1

0 1 −1

−4 1 3

 ; (b) [f ] =

 4 −2 0

2 0 1

0 0 2

 .

(5) Оператор f : kn → kn називається одноклiтковим, якщо вiн має єдине власне значення
λ i максимальна можлива висота кореневого вектора збiгається з розмiрнiстю простору n.
У випадку одноклiткового оператора канонiчний базис складається з одного ланцюжка,
dim Vλ = 1, dim V λ = n, i ЖНФ - це клiтина Жордана Jn(λ).

Нехай vn → . . . → v1 → 0 – деякий ланцюжок одноклiткового оператора f : kn → kn.
Як описати усi ланцюжки цього оператора?

(6) Побудуйте ланцюжковий базис пiдпростору R4 та знайдiть матрицю A в цьому базисi,
якщо:

(a)


1 0 1 1

0 1 1 1

0 0 3 1

0 0 0 1

 ; (b)


1 1 1 1

0 1 1 1

0 0 3 1

0 0 0 1

 ; (c)


99 0 0 101

0 99 0 0

0 101 99 0

0 0 0 99

 .

(7) Задано лiнiйний оператор f : R4 → R4:

f :


e1 7→ 2e1 − e2 − e4

e2 7→ 3e2 − e1 + e4

e3 7→ e2 + e3 + e4

e4 7→ e1 − 2e2

Покажiть, що R4 = V 1 +. V 2. Знайдiть оператор проекцiї P : R4 → R4 на пiдпростiр V 1

паралельно до пiдпростору V 2.
(8) Побудуйте оператор f : R4 → R4, для якого Λf = {(1, 1), (−1, 2)}, V1 = (e3), V −1 =

(e1, e2 − e3) i V−1 = (e2 − e3).

Вiдповiдi:

2.2.1. J(A) = J1(1)⊕ J1(1)⊕ J2(2), V 2 = V2 =
(
e1, e3

)
; V3 =

(
e2 − e1

)
, V 3 =

(
e1 + e4, e2 − e1

)
.

J(B) = J1(−1)⊕ J2(2)⊕ J1(2), V 2 =
(
e2, e3, e4

)
.

J(C) = J1(1)⊕ J3(2), V 2 =
(
e2, e3 − e1, e4

)
.

2.2.3. V1 =
(
e1 − 2e2 + 2e3

)
, V3 =

(
e1, e2 + e3, e4 − e2

)
, h(e1) = 1, h(e2 + e3) = 2, h(e4 − e2) = 3,

e4 − e2
f−3−→ e2 + e3 − e1

f−3−→ e1
f−3−→ 0.

2.2.4. (a) J(f) = J1(2)⊕J3(0), V2 = V 2 =
(
e2−e3

)
, V 0 =

(
e2, e1 +e3

)
, v = {e1 +e2 +e3,−e1−e3}.



8

V 1 = (

 1

0

1

,

 0

1

0

).

 −1

0

−1

→

 1

1

1

→ 0

(b) J(f) = J3(2),

 1

0

−2

→

 2

0

0

 →

 4

4

0

→ 0, v = {4e1 + 4e2, 2e1, e1 − 2e3}.

2.2.6. ЖНФ: Ja = J2(1)⊕ J1(1)⊕ J1(3). Jb = J3(1)⊕ J1(3). Jc = J2(99)⊕ J2(99).

2.2.7. V 1 =
(
e3, e2 + e4

)
, V 2 =

(
e2,−e1 + e2 + e4

)
, v =

{
e2 + e4, e3,−e1 + e2 + e4, e2

}
, T = Tev,

P = T I2,4 T−1 =


0 0 0 0

1 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 1

 . 2.2.8. A =

 −1 0 0

1 −1 0

−1 2 1

 .

Додому:

Теоретичнi: 3.2.19, ст. 120; 3.2.23; 3.2.24, 3.2.25;

Обчислювальнi: 3.2.29, ст. 121; 3.2.33, а), г), ст. 121.

(1) Побудуйте канонiчний базис та знайдiть матрицю в цьому базисi для J3(−1); A =

(
11 4

−4 3

)
.
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2.3. Жорданова нормальна форма. Мiнiмальний полiном.

Деякi твердження та означення

Теорема 2.4 (Жордана). Для довiльного оператора f : V → V заданого в базисi v простору
V матрицею A = [ f ] ∈ Matn(k), iснує канонiчний (ланцюжковий) базис. Якщо T - матриця
переходу, то ЖНФ J(A) = T−1AT є прямою сумою клiтин Жордана. Для кожного власного
значення λ ∈ Λf кiлькiсть клiтин Жордана дорiвнює кiлькостi ланцюжкiв в кореневому просторi
V λ i дорiвнює розмiрностi власного пiдпростору dim Vλ, при цьому розмiрнiсть клiтини дорiвнює
довжинi вiдповiдного їй ланцюжка.

Дослiдження оператора f : V → V . Нехай в базисi v простору V маємо : [ f ] = A ∈ Matn(k).
Для знаходження ЖНФ оператора f слiд виконати такi дiї:

(1) Знайти характеристичний полiном та спектр Λ = ΛA матрицi A.
(2) Для кожного власного значення λ ∈ Λ визначити власний простiр Vλ = Ker (λI− A).
(3) Визначити, чи не буде матриця A дiагоналiзовною.

Умова дiагоналiзацiї матрицi A. Потрiбно, щоб для кожного власного значення λ ∈ Λ

виконувалася умова: dim Vλ = kλ, де kλ - це кратнiсть λ.
(4) Для кожного власного значення λ ∈ Λ побудувати кореневий простiр V λ матрицi A. Для

цього визначити послiдовно такий ряд пiдпросторiв:

Vλ = Ker(λI− A) ⊂ Ker(λI− A)2 ⊂ . . . ⊂ Ker(λI− A)sλ = Ker(λI− A)sλ+1 = V λ,

де sλ - це таке найменше натуральне число, що виконується рiвнiсть Ker(λI − A)sλ =

Ker(λI− A)sλ+1. Тодi V λ = Ker(λI− A)sλ i dim V λ = kλ, (де kλ - це кратнiсть λ).
(5) Розкласти простiр kn в пряму суму кореневих: kn =

⊕
λ∈Λ

V λ.

(6) Для кожного власного значення λ ∈ Λ побудувати канонiчний базис кореневого пiдпростору
V λ, в якому матриця iндукованого оператора fλ : V λ → V λ буде прямою сумою клiтин
Жордана Jt(λ). Позначимо di(λ) = dim Ker(λI− A)i, i > 0 (dl = dsλ

, якщо l > sλ). Тодi
(a) кiлькiсть базисних векторiв кореневого пiдпростору V λ дорiвнює kλ = dsλ

(λ);
(b) кiлькiсть клiтин Жордана дорiвнює розмiрностi власного простору d1 = dimk Vλ;
(c) максимальна розмiрнiсть клiтин Жордана в розкладi матрицi A дорiвнює числу sλ;
(d) Кiлькiсть qt(λ) клiтин Жордана вигляду Jt(λ) дорiвнює

qt(λ) = dt+1(λ)− 2dt(λ) + dt−1(λ).

(e) Для малих розмiрностей можна визначити розмiрностi t1, . . ., td1 клiтин Жордана,
що входять до розкладу матрицi A так, щоб t1 + . . . + td1 = kλ, причому t1 = sλ.

(7) Залишилося для кожної з клiтин Jt(λ) з розкладу матрицi A побудувати ланцюжок v1,
. . ., vt довжини t з базисних векторiв одним iз таких способiв:
• вибираємо послiдовно v1, . . ., vt так, що:

v1 ∈ Vλ; для v2 виконується рiвнiсть (λI− A)v2 = v1, . . .

для vt виконується рiвнiсть (λI− A)vt = vt−1;
• в зворотному порядку, виберемо послiдовно vt, . . ., v1 так, що:

vt ∈ V λ, vt−1 = (λI− A)vt, . . . , v1 = (λI− A)v2 6= 0.

(8) Знаходимо Жорданову нормальну форму J(A) матрицi A у виглядi J(A) = T−1AT , де T

– матриця переходу вiд старого базису до побудованого канонiчного.
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(1) Нехай t = Tr(A) – слiд матрицi A ∈ Mat2(k), i d = det(A) – її визначник. Знайдiть
характеристичний полiном χA(t) матрицi A та її власнi значення. Якiй умовi повинна
задовольняти матриця A, щоб її ЖНФ мiстила одну клiтину Жордана? Для яких a ∈ k
рiвняння (A− aI) · (A− tI) = 0 має розв’язок вiдносно невiдомої t?

(2) Не знаходячи кореневих просторiв матрицi A, перевiрте, що вектор e1 не є кореневим
для A. Обчислiть висоти векторiв v1, v2 ∈ V 2 матрицi A. Чи можуть цi вектори одночасно
входити до Жорданового базису матрицi A? Побудуйте Жорданiв базис матрицi A.

A =


1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

2 0 0 0

 ; v1 =


0

0

1

−2

 , v2 =


1

−2

1

0

 .

(3) Проведiть дослiдження матрицi A ∈ Mat3(k) вигляду

(i)

 4 2 1

−1 1 −1

1 2 4

 ; (ii)

 6 5 2

−2 0 −1

1 1 3

 ; (iii)

 6 6 1

−3 −3 −1

1 2 2

 .

(a) Обчислiть характеристичний полiном χA(t) матрицi A та її спектр ΛA.
(b) Для кожного λ ∈ Λ знайдiть власний, кореневий та промiжнi пiдпростори

V
(i)
λ = Ker(λI− A) i та їх розмiрностi di = dim V

(i)
λ , i = 1, . . . , kλ.

(c) Випишiть ЖНФ матрицi A та її мiнiмальний полiном mA(t).
(d) Знайдiть канонiчний базис матрицi A та випишiть матрицю переходу до цього базису.

(4) Проведiть дослiдження матрицi A ∈ Mat4(k) вигляду

(i)


3 1 0 0

0 2 1 0

0 0 2 1

−1 −1 −1 1

 ; (ii)


1 1 0 −1

0 2 0 0

1 0 3 1

0 −1 −1 2

 ; (iii)


1 1 0 0

−1 3 0 0

2 −1 3 1

−1 0 −1 1


(a) Обчислiть характеристичний полiном χA(t) матрицi A та її спектр.
(b) Для кожного (λ, kλ) ∈ Λ знайдiть власний, кореневий та промiжнi пiдпростори

V
(i)
λ = Ker(A− λI)i та їх розмiрностi di = dim V

(i)
λ , i = 1, . . . , kλ.

(c) Випишiть ЖНФ матрицi A та її мiнiмальний полiном mA(t).
(d) Знайдiть Жорданiв базис матрицi A та випишiть матрицю переходу до цього базису.

(5) Знаючи ЖНФ оператора A, знайдiть ЖНФ оператора A− λ0I; A−1.
(6) Знайдiть ЖНФ та Жорданiв базис для матриць (J4(λ))2, (J5(λ))2.
(7) Знаючи ЖНФ оператора A, знайдiть ЖНФ оператора A2.
(8) Який вигляд має ЖНФ неодиничного оператора A, якщо A2 = I?
(9) Вiдомо, що матриця A ∈ Mat7(k) має єдине власне значення λ, до того ж dim Ker(λI−A) =

2, dim Ker(λI−A)2 = 4, dim Ker(λI−A)3 = 5. Випишiть ЖНФ матрицi A та її мiнiмальний
полiном. Чому дорiвнює dim Ker(λI− A)4?

(10) Не обчислюючи Жорданового базису, знайдiть ЖНФ для матриць:

A1 =


3 1 0 0 0

−2 0 1 0 0

−2 0 0 1 0

3 0 0 0 1

1 0 0 0 0

 ; A2 =


0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 −1 −2 2 1

 .
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(11) . Нехай λ - єдине власне значення матрицi A кратностi k. Вкажiть ЖНФ матрицi A для
всiх можливих значень dim Ker(λI− A) та dim Ker(λI− A)2.

(12) . Не обчислюючи Жорданового базису, знайдiть ЖНФ для матриць:

A1 =



2 1 0 1 0 0

0 2 0 3 0 0

0 0 2 0 2 0

0 0 0 2 0 −1

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 3


A2 =



2 0 0 1 1 −1

0 2 0 −3 −3 3

0 0 2 0 0 0

0 0 0 3 1 −1

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


A3 =



2 1 0 1 0 0

0 2 0 3 0 0

0 0 2 0 2 0

0 0 0 2 0 −1

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 2



A4 =



2 1 0 1 0 1

0 2 0 0 0 0

0 0 3 0 2 1

0 0 0 2 0 −1

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


A5 =



2 1 0 1 0 0

0 3 0 3 0 0

0 0 2 0 1 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


A6 =



2 1 0 1 0 0

0 2 −1 0 0 1

0 0 2 1 2 0

0 0 0 2 3 −1

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 3



A7 =



2 0 0 0 0 −1

0 2 1 2 −1 2

0 0 3 2 −1 2

0 0 0 2 0 −1

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2


(13) Перевiрте, що лiнiйний оператор з матрицею A =

 1 1 1

0 2 1

0 0 3

 анулюється своїм характе-

ристичним полiномом.
(14) Обчислiть ЖНФ та мiнiмальний полiном для матриць:

A1 =


3 −1 0 1

1 1 0 0

0 0 2 3

0 0 0 2

 ; A2 =


2 −1 0 0

0 2 0 0

0 1 3 1

0 −1 −1 1

 ; A3 =


1 −1 0 1

1 3 0 0

0 0 2 0

0 0 1 2

 .

(15) Знайдiть характеристичний та мiнiмальний полiноми матрицi A в залежностi вiд значення
параметра k, якщо A = J2(2)⊕ J2(3)⊕ J2(2)⊕ J1(2)⊕ Jk(3)⊕ J1(2)⊕ J2(k).

Вiдповiдi

2.3.2. χ(t) = t(t− 1)3. v1 =


0

0

1

−2

 (A−I)
=⇒


1

−2

0

2

 (A−I)
=⇒


0

2

0

0

 (A−I)
=⇒ 0.

v2 =


1

−2

1

0

 (A−I)
=⇒


1

0

0

2

 (A−I)
=⇒


0

2

0

0

 (A−I)
=⇒ 0. Вектори v1, v1 мають висоту 3; вони не

можуть входити одночасно в один канонiчний базис.
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2.3.3. (i)

(1) χ(t) = (t− 3)3, Λ = {(3, 3)}.

(2) V3 = (v1, v2), V 3 = V
(2)
3 = R, де v1 =

 −2

1

0

, v2 =

 −1

0

1

.

(3) ЖНФ: J(A) = J2(3)⊕ J1(3). mA(t) = (t− 3)2.

(4)

 1

0

0

 (A−3I)−→

 1

−1

1

 (A−3I)−→ 0;

 −1

0

−1

 (A−3I)−→ 0. T =

 1 1 1

−1 0 0

1 0 −1

.

2.3.3. (ii)

(1) χ(t) = (t− 3)3, Λ = {(3, 3)}.

(2) V3 = (v1), V
(2)
3 = (v1, v2), V 3 = V

(3)
3 = R, де v1 =

 1

−1

1

, v2 =

 −1

0

1

.

(3) ЖНФ: J(A) = J2(3)⊕ J1(3). mA(t) = (t− 3)3.

(4)

 0

0

1

 (A−3I)−→

 2

−1

0

 (A−3I)−→

 1

−1

1

 (A−3I)−→ 0. T =

 1 2 0

−1 −1 0

1 0 1

.

2.3.3. (iii)

(1) χ(t) = (t− 3)(t− 1)2, Λ = {(3, 1), (1, 3)}.

(2) V1 = (v1), V 1 = (v1, v2), V3 = V 3 = (v3), де v1 =

 1

−1

1

, v2 =

 0

0

1

, v3 =

 −2

1

0

.

(3) ЖНФ: J(A) = J2(1)⊕ J1(3). mA(t) = (t− 3)(t− 1)2.

(4)

 0

0

1

 (A−I)−→

 1

−1

1

 (A−I)−→ 0;

 −2

1

0

 (A−3I)−→ 0. T =

 1 0 −2

−1 0 1

1 1 0

.

2.3.4. (i) ЖНФ: J(A) = J4(2).
0

0

0

1

 (A−2I)−→


0

0

1

−1

 (A−2I)−→


0

1

−1

0

 (A−2I)−→


1

−1

0

0

 (A−2I)−→ 0

2.3.4. (ii) ЖНФ: J3(2)⊕ J1(2).

V2 =

(
−1

−1

1

0

 ,


−1

0

0

1


)

⊂
(

0

1

0

0

 ,


−1

0

1

0

 ,


−1

0

0

1


)

= V 2 ⊂ R4.

2.3.4. (iii) ЖНФ: J2(2)⊕ J2(2).
0

1

0

0

 (A−2I)−→


1

1

−1

0

 (A−2I)−→ 0;


0

1

1

0

 (A−2I)−→


1

1

0

−1

 (A−2I)−→ 0
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2.3.6. A = (J4(λ))2 =


λ2 2λ 1 0

0 λ2 2λ 1

0 0 λ2 2λ

0 0 0 λ2

 .

Якщо λ 6= 0, то (A− λ2I)2 =


0 0 4λ2 4λ

0 0 0 4λ2

0 0 0 0

0 0 0 0

 ; (A− λ2I)3 =


0 0 0 8λ3

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

;

(A− λ2I)4 = 0 =⇒ ЖНФ матрицi A = (J4(λ))2 є J4(λ
2).

Нормальний базис:


0

0

0

1

 (A−λI)−→


0

1

2λ

0

 (A−λI)−→


4λ

4λ

0

0

 (A−λI)−→


8λ2

0

0

0

 (A−λI)−→ 0

У випадку λ = 0 маємо: A = J2
4 (0); A2 = 0 i |Ker A|k = 2, =⇒ ЖНФ матрицi A є J2(0)⊕J2(0).

Нормальний базис: e4
(A−λI)−→ e2

(A−λI)−→ 0; e3
(A−λI)−→ e1

(A−λI)−→ 0.

2.3.7. ЖНФ оператора A2 можна одержати з ЖНФ для A: в кожнiй клiтцi з λ 6= 0

замiнити λ на λ2; кожну клiтину Jk(0) замiнити двома клiтинами порядку l, якщо
k = 2l i двома клiтинами порядкiв l + 1 та l, якщо k = 2l + 1.

2.3.10. ЖНФ: J(A1) = J4(1)⊕ J1(−1); J(A2) = J3(1)⊕ J2(−1).

2.3.11.

k dim Ker(A− λI) dim Ker(A− λI)2 ЖНФ
5 1 2 J5(λ)
5 2 3 J4(λ)⊕ J1(λ)
5 2 4 J3(λ)⊕ J2(λ)
5 2 5 не може бути
5 3 4 J3(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)
5 3 5 J2(λ)⊕ J2(λ)⊕ J1(λ)
5 4 5 J2(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)
5 5 5 J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)⊕ J1(λ)


2.3.12. ЖНФ: J(A1) = J3(2)⊕ J2(2)⊕ J1(3);

J(A2) = J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(3);
J(A3) = J4(2)⊕ J1(2)⊕ J1(3);
J(A4) = J3(2)⊕ J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(3);
J(A5) = J2(2)⊕ J2(2)⊕ J1(2)⊕ J1(3);
J(A6) = J5(2)⊕ J1(3);
J(A7) = J2(2)⊕ J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(2)⊕ J1(3);

2.3.14. ЖНФ: J(A1) = J3(2)⊕ J1(2), m1(t) = (t− 2)3; J(A2) = J2(2)⊕ J2(2), m2(t) = (t− 2)2;
J(A3) = J4(2), m3(t) = (t− 2)4.

2.3.15. χ(t) = (t− 2)6 (t− 3)k+2 (t− k)2, m(t) = (t− 2)2 (t− 3)min(k,2) (t− k)2.


