
1 Векторнi простори

Задача 1.1. Для iдемпотентної матрицi P =



−1 −1 −2 −1

1 1 1 1
0 0 1 0
1 1 1 1


 ∈ M4(R)

a) знайти "канонiчний"розклад R4 = ImLP ⊕ KerLP (= ImLP ⊕ ImLI4−P ), тобто вказати
базиси цих пiдпросторiв;

b) знайти проекцiї базисних одиниць e1, e2, e3, e4 на пiдпростiр ImLP паралельно до KerLP ;
c) виписати матрицi проекцiй π1 : R4 → ImLP та π2 : R4 → KerLP , якщо в просторi R4

вибрано стандартний базис, а в просторах ImLP , KerLP – базиси з пункту a).
знайти базис фактор-простору R4/KerLP та визначити проекцiю τ : R4 → R4/KerLP у

стандартному базисi;
d) визначити, яка з систем (i) e1+ KerLP , e2+ KerLP (ii) e1+ KerLP , e3+ KerLP буде

базисом фактор-простору R4/KerLP ?

Розв’язання.

Крок 1. Знаходимо базис Im LP як максимальну лiнiйно незалежну пiдсистему векторiв-стовпчи-
кiв матрицi P та аналогiчно базис Im LI−P . Маємо: Im LP = R(v1, v2), Im LI4−P = R(v3, v4), де

v1 =



−1

1
0
1


 , v2 =



−2

1
1
1


 , v3 =




1
0
0

−1


 , v4 =




1
−1

0
0


 .

Крок 2. Знайдемо координати базисних векторiв стандартного базису E = {e1, e2, e3, e4} про-
стору R4 в базисi V = {v1, v2, v3, v4}. Позначимо T = TE,V матрицю переходу. Тодi [ei]V = T−1[ei]E .
Маємо:

T =



−1 −2 1 1

1 1 0 −1
0 1 0 0
1 1 −1 0


 , T−1 =




1 1 0 1
0 0 1 0
1 1 1 0
1 0 1 1


 , =⇒

e1 = (v1) + (v3 + v4)
e2 = (v1) + (v3)
e3 = (v2) + (v3 + v4)
e4 = (v1) + (v4)

Позначимо π проекцiю π : R4 → R(v1, v2) паралельно пiдпростору R(v3, v4), тодi

π(e1) = v1

π(e2) = v1

π(e3) = v2

π(e4) = v1

⇔ {v1,v2}[π]E =

(
1 1 0 1
0 0 1 0

)

Крок 3. Оскiльки KerLP = Im LI4−P = R(v3, v4), то базис фактор-простору R4/KerLP =
R4/R(v1, v2) складається з класiв v1, v2, при цьому маємо:

τ(e1) = e1 = (v1) + (v3 + v4) = v1;
τ(e2) = e2 = v1 + v3 = v1;

τ(e3) = e3 = (v2) + (v3 + v4) = v2;

τ(e4) = e4 = (v1) + (v4) = v1, а отже [τ ] =

(
1 1 0 1
0 0 1 0

)
.

Крок 4. Оскiльки e1 = e2, то цi фактор-класи не утворюють базису фактор-простору R4/KerLP .
Натомiсть фактор-класи e1 = v1, e3 = −4v1 + v2 утворюють базис простору R4/KerLP .



Задача 1.2. Нехай v1 =

(
1
1
0

)
, v2 =

(
1
0
1

)
, w =

(
1
1

−1

)
, V =

(
v1, v2

)
⊂ R3, W =

(
w

)
⊂ R3.

Показати, що R3 = V ⊕W . Знайти проекцiю πV : R3 → V простору R3 на пiдпростiр V па-
ралельно до пiдпростору W та проекцiю πW : R3 → W паралельно до пiдпростору V . Визначити
проектори pV , pW : R3 → R3 та вiдповiднi iдемпотентнi матрицi PV , PW . Перевiрити, що pV , pW

утворюють повну систему взаємно ортогональних проекторiв.

Розв’язання.

Крок 5. Неважко перевiрити, що система векторiв V = {v1, v2, w} лiнiйно незалежна, а оскiль-
ки цi вектори належать R3, то система V є максимальною, тобто базисом, звiдки R3 =
R(v1, v2, w) = R(v1, v2) ⊕ R(w) = V ⊕ W . Випишемо матрицi вiдображень канонiчного зануре-
ння: [σV ] = E [σV ]{v1,v2} та [σW ] = E [σW ]{w}. Маємо:

[σV ] =

(
1 1
1 0
0 1

)
, [σW ] =

(
1
1

−1

)
.

Крок 6. Знайдемо координати базисних векторiв стандартного базису E = {e1, e2, e3} простору
R3 в базисi V. Позначимо T = TE,V матрицю переходу. Тодi [ei]V = T−1[ei]E . Маємо:

T =

(
1 1 1
1 0 1
0 1 −1

)
, T−1 =

( −1 2 1
1 −1 0
1 −1 −1

)
, =⇒

e1 = (v2 − v1) + w
e2 = (2v1 − v2)− w
e3 = v1 − w

Крок 7. Випишемо матрицi вiдображень проекцiй [πV ] = {v1,v2}[πV ]E та [πW ] = {w}[πW ]E . Маємо:

[πV ] =

( −1 2 1
1 −1 0

)
, [πW ] = ( 1 −1 −1 ) .

Перевiрка: мають виконуватися рiвностi:

πV σV = IdimR V = I2 =

(
1 0
0 1

)
, πW σW = IdimRW = I1 = (1).

Крок 8. Матрицi PV , PW проекторiв pV , pW : R3 → R3 можна обчислювати двома способами.
Спосiб 1. PV = σV πV , PW = σW πW .
Спосiб 2.

PV = T (I2 ⊕O1) T−1 = T

(
1 0 0
0 1 0
0 0 0

)
T−1, PW = T (I1 ⊕O2) T−1 = T

(
1 0 0
0 0 0
0 0 0

)
T−1.

В результатi обчислень одержимо:

PV =

(
0 1 1

−1 2 1
1 −1 0

)
, PW =

(
1 −1 −1
1 −1 −1

−1 1 1

)
.

Крок 9. Перевiрка: Матрицi PV , PW повиннi утворювати повну систему взаємно ортогональ-
них проекторiв в просторi R3, тому мають виконуватися рiвностi:

P 2
V = PV , P 2

W = PW , PV PW = 0
¯
, PW PV = 0

¯
, PV + PW = I3.

Крок 10. Перевiрка: Наступнi розбиття простору R3 в пряму суму пiдпросторiв рiвнi:

R3 = V ⊕W = Ker PW ⊕Ker PV = Im PV ⊕Ker PV = Ker PW ⊕ Im PW = Im PV ⊕ Im PW .


