
2 Комплекснi числа

Поле комплексних чисел. Алгебраїчна та тригонометрична форми запису

1. Знайдiть модуль i аргумент комплексного числа z = sin
6π

5
+ i

(
1 + cos

6π

5

)
.

2. Запишiть в тригонометричнiй формi: a) 1− i; b) 3 + 4i.

3. Обчислiть: (
√

2− i)−1,
(√

3

2
+

i

2

)−1

.

4. Обчислiть: (2 + 3i)(4− 5i) + (2− 3i)(4 + 5i).
5. Обчислiть: (x− 1− i)(x− 1 + i)(x + 1− i)(x + 1− i).
6. Обчислiть: (

√
3− i)12.

7. Обчислiть:
(1 + i)1987

(1− i)1989
.

8. Виконайте дiї в алгебраїчнiй та геометричнiй формi: (1 + i)6 + (1− i)6.
9. Застосовуючи формулу Муавра, представте tg 5ϕ через tg ϕ.

10. Представте sin5 ϕ, cos5 ϕ лiнiйно через тригонометричнi функцiї кратних аргументiв.

Властивостi спряження

11. Покажiть, що операцiя спряження σ : C → C, σ : a + bi 7→ a − bi комутує з операцiями
додавання та множення, тобто, що операцiя спряження σ є автоморфiзмом поля C.

12. Покажiть, що
a) для довiльного z ∈ C виконується рiвнiсть z · z̄ = |z|2 ∈ R;
b) z ∈ C є дiйсним числом тодi i лише тодi, коли z̄ = z;
c) z ∈ C є число уявним числом тодi i лише тодi, коли z̄ = −z;
d) добуток двох комплексних чисел z1, z2 ∈ C є дiйсним тодi i лише тодi, коли z1 = rz̄2 для
деякого r ∈ R.

13. Доведiть, що добуток двох чисел, кожне з яких є сумою квадратiв цiлих чисел, є також
сумою квадратiв цiлих чисел.

14. Знайдiть усi комплекснi числа, спряженi до свого квадрата; до свого куба.

15. Для z ∈ C, z 6= ±1, доведiть, що комплексне число
z − 1

z + 1
буде чисто уявним тодi i тiльки

тодi, коли |z| = 1.

16. Доведiть, що комплексне число z (z 6= −1) можна записати у виглядi z =
1 + it

1− it
, де t ∈ R

- дiйсне число, тодi i тiльки тодi, коли |z| = 1. Зобразiть на площинi множину точок, якi
вiдповiдають таким числам z.

Геометрична iнтерпретацiя

17. Зобразiть на комплекснiй площинi геометричне мiсце точок, що вiдповiдають числам z ∈ C,
якi задовольняють умовам: a) |argz| < π/4; b) 2 < zz̄ 6 4; c) 2 6 |z − 3i| 6 3;

d)
z

|z| =

√
3

2
− i

1

2
; e) |z + z̄| 6 6; g) |z − z̄| = 2.

18. Дайте геометричне тлумачення нерiвностей |α + β| 6 |α|+ |β|,
|α− β| > |α| − |β|, α, β ∈ C.

19. Запишiть в комплекснiй формi рiвняння прямої y = kx + b, де k i b – дiйснi числа.
20. Запишiть в комплекснiй формi рiвняння кола x2 + y2 + 2x = 0.

Застосування до комбiнаторики

21. Знайдiть суми a) 1− C2
n + C4

n − C6
n + . . .; b) C1

n − C3
n + C5

n − C7
n + . . .



22. Покажiть, що sin x + sin 2x + . . . + sin nx =
sin

n + 1

2
x · sin n

2
x

sin
x

2

.

23. Покажiть, що cos2 x + cos2 2x + . . . + cos2 nx =
n

2
+

cos(n + 1)x · sin nx

2 sin x
.

Додому:

1. [Костр., 6.2.1, з) – о), c.74] Знайдiть тригонометричну форму числа:

о)
√

3− i; п) 1 + i

√
3

3
; ф)

1 + i tg α

1− i tg α
.

2. [Костр., 6.1.3, a), c.73] Доведiть рiвнiсть (1 + i)8n = 24n.

3. [Костр., 6.2.8, б), в), c.75] Обчислiть вираз: б)
(

1− i
√

3

2

)n

.

4. Розвяжiть рiвняння 1) z2 + |z| = 0; 2) z2 + z̄ = 0.
5. [Костр., 6.2.10, a) б), c.75] Зобразiть у виглядi полiномiв вiд sin ϕ та cos ϕ функцiї:

a) sin 4ϕ; б) cos 4ϕ та знайдiть вираз tg 4ϕ через tg ϕ.
6. [Костр., 6.2.12, а), б), c.75] Представте sin4 ϕ, cos4 ϕ лiнiйно через тригонометричнi функцiї

кратних аргументiв.
7. [Костр., 6.6.5, c.82] Зобразiть на площинi геометричне мiсце точок, що вiдповiдають числам

z ∈ C, якi задовольняють умовам: б) argz = π/3; г) |z − 1− i| < 1; е) 2 < |z| < 3.

8. Обчислiть вирази a)
1 + i

1− i
− 1− i

1 + i
; b)

(
1− i

1 + i

)16

; c)
(√

3

2
− 1

2
i

)200

.

Додаткова задача
9. Припустимо, що у вершинах квадрата закрiпленi чотири годинники, якi показують однаковий

час. Покажiть, що поки годинники йдуть, кiнцi стрiлок завжди будуть утворювати квадрат.

Вiдповiдi

1. 2 cos
3π

5
,

9π

10
.

2. a)
√

2(cos
7π

4
+ i sin

7π

4
); b) 5(cosϕ + i sin ϕ), де ϕ = arcsin

(
3

5

)
;

4. 46. 5. x4 + 4. 6. 212. 7.
1

2
. 8. 0.

9. tg 5ϕ =
5 tg ϕ− 10 tg3 ϕ + tg5 ϕ

1− 10 tg2 ϕ + 5 tg4 ϕ
;

10. α = cos ϕ + i sin ϕ, αk = cos kϕ + i sin kϕ,

cos kϕ =
αk + ᾱk

2
, sin kϕ =

αk − ᾱk

2i
=⇒ sin5 ϕ =

sin 5ϕ− 5 sin 3ϕ + 10 sin ϕ

16
.

14. a) 0, 1, −1
2
± i

√
3

2
; b) 0, ±1; ±i.

16. t =
z − 1

i(z + 1)
, t̄ = t; Коло радiуса 1, крiм точки z = −1; t = tg ϕ

2
, −π < ϕ < π.

19. k(z + z̄) + 2b + i(z − z̄) = 0; 20. zz̄ + z + z̄ = 0.

21. (1 + i)n = 2
n
2 (cos nπ

4
+ i sin nπ

4
);

22. α = cos
x

2
+ i sin

x

2
, T

df
= sin x + sin 2x + . . . + sin nx, S

df
= sin x + sin 2x + . . . + sin nx =⇒

S + iT = α2 + α4 + . . . + α2n = αn+1αn − α−n

α− α−1
.


