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Передмова
Даний посiбник укладено на основi матерiалiв практичних занять з
нормативного курсу лiнiйної алгебри, якi автор веде на механiко–ма-
тематичному факультетi Київського нацiонального унiверситету iменi
Тараса Шевченка. В цьому курсi основи теорiї евклiдових та унiтарних
просторiв розглядають, як правило, протягом другої половини друго-
го семестру. Матерiал посiбника передбачає знайомство з усiма темами
нормативного курсу лiнiйної алгебри, що вивчається у першому та на-
початку другого семестрiв.

Мета даного посiбника — повнiстю охопити основну частуну практи-
чних задач, якi розглядаються на практичних заняннях пiд час вивчен-
ня теми "Евклiдовi i унiтарнi простори"у другiй половинi другого семе-
стру. Наведено усi необхiднi теоретичнi вiдомостi, близько 40 прикладiв
розв’язування типових задач та бiльш нiж 110 задач для самостiйно-
го розв’язування. Джерелом бiльшостi наведених у посiбрнику задач є
класичнi задачники [1], [2], [3], у той же час деякi iз запропонованих
задач (як обчислювального, так i теоретичного характеру) є оригiналь-
ними.

Посiбник складається iз шести тематичних роздiлiв, кожен з яких
подiлено на три частини: перша частина — необхiдний теоретичний ма-
терiал, друга — приклади розв’язування задач (усiх типiв стандартних
обчислювальних задач, а також багатьох задач теоретичного характе-
ру), i третя – задачi для самостiйного розв’язування.

Кожен iз роздiлiв може бути основою одного або двох практичних
занять. Для розгляду на такому заняттi рекомендується використовува-
ти як приклади, наведенi в посiбнику iз розв’язаннями, так i задачi для
самостiйного розв’язування. Для домашнього завдання задачi слiд пiд-
бирати саме з третьої частини кожного роздiлу. Для найкращого оволо-
дiння матерiалом настiйливо рекомендується самостiйне опрацювання
студентами усiх прикладiв, наведених у посiбнику iз розв’язаннями.

В кiнцi наводиться список рекомендованої лiтератури. Вiн мiстить
класичнi збiрники задач, що мiстять, зокрема, задачi пiдвищеної скла-
дностi, i посiбники, за якими можна вивчати як матерiал у межах нор-
мативного курсу лiнiйної алгебри, так i додатковий позапрограмний ма-
терiал.
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Позначення

At — матриця, транспонована до матрицi A;
C — поле комплексних чисел;
det(M) — визначник матрицi M ;
diag(λ1, . . . , λn) — дiагональна матриця порядку n з послiдовнiстю

дiагональних елементiв λ1, . . . , λn;
dim(V ) — розмiрнiсть векторного простору V ;
Fn — n-вимiрний арифметичний векторний простiр над полем F .
G(a1, . . . , ak) — матриця Грама вiд векторiв a1, . . . , ak;
Γ(a1, . . . , ak) — визначник Грама вiд векторiв a1, . . . , ak;
Imf — образ лiнiйного вiдображення f ;
Im(z) — уявна частина комплексного числа z;
Kerf — ядро лiнiйного вiдображення f ;
Mn(F ) — простiр матриць порядку n над полем F ;(
n
k

)
— бiномiальний коефiцiент, дорiвнює кiлькостi (невпорядкова-

них) k- елементних пiдмножин у n- елементнiй множинi;
ortL(x) — ортогональна складова вектора x вiдносно вiдпростору L

евклiдового простору;
prL(x) — ортогональна проекцiя вектора x на пiдпростiр L евклiдо-

вого простору;
Re(z) — дiйсна частина комплексного числа z;
Rn[x] — простiр дiйсних многочленiв степеня не вище n;
tr(A) — слiд матрицi A;
V ∗ — векторний простiр, спряжений до простору V ;

(x1, . . . xn)t — вектор-стовпчик




x1

...
xn


.

z — спряжене до комплексного числа z;
|z| — модуль комплексного числа z;
Z — множина цiлих чисел.
ϕ−1 — лiнiйний оператор, обернений до невиродженого лiнiйного

оператора ϕ;
ϕ∗ — лiнiйний оператор, спряжений до лiнiйного оператора ϕ;
χA(x) — характеристичний многочлен матрицi A.
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1 Лiнiйнi функцiї
Усi векторнi простори, якi будуть розглядатися у посiбнику, вважаються
скiнченновимiрними.

Нехай V — векторний простiр над полем F . Функцiя f : V → F
називається лiнiйною, якщо для довiльних u, v ∈ V i довiльних α, β ∈ F
виконується

f(αu + βv) = αf(u) + βf(v).

F можна розклядати як одновимiрний арифметичний векторний
простiр F 1 над F (iз базисом (1), де 1 — одиниця поля F ). Тому лiнiйна
функцiя є частковим випадком лiнiйного вiдображення векторних про-
сторiв: лiнiйна функцiя на векторному просторi V над F — це лiнiйне
вiдображення iз V до одновимiрного арифметичного векторного про-
стору F 1. Тому зафiксувавши базиси у V i у F 1 можна говорити про
матрицю лiнiйної функцiї.

Нехай v1, . . . , vn — базис простору V i f : V → F — лiнiйна фун-
кцiя. Матрицею лiнiйної функцiї f у базисi v1, . . . , vn (у просторi F 1

зафiксуємо базис (1)) називається 1× n- матриця (f(v1), . . . f(vn)). Не-
хай вектор v ∈ V має у базисi v1, . . . , vn координати (x1, . . . , xn). Тодi
f(v) = f(v1)x1+. . . f(vn)xn — вираз значення лiнiйної функцiї вiд векто-
ра v через його координати. Вираз, що стоїть у правiй частинi останньої
рiвностi, називається лiнiйною формою вiд змiнних x1, . . . , xn.

Множина всiх лiнiйних функцiй на V утворює векторний простiр над
F (вiдносно звичайних операцiй додавання функцiй i множення функцiї
на скаляр), який називається спряженим до V i позначається V ∗.

Теорема 1. dim(V ∗) = dim(V ) = n, базис простору V ∗ складають
функцiї δi, 1 ≤ i ≤ n, визначенi правилом:

δi(vj) =
{

1, i = j,
0, i 6= j.

Базис простору V ∗, наведений у теоремi 1, називається спряженим
до базису v1, . . . , vn простору V .

Якщо лiнiйна функцiя f : V → F не є тотожно нульовою, то її образ
Imf збiгається iз полем F i є одновимiрним, а її ядро Kerf є (n − 1)-
вимiрним пiдпростором V , де n = dim V .
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Приклади розв’язування задач
Приклад 1. Нехай V = Fn i f : V → F задана правилом f(x1, . . . , xn) =
x1 + · · ·+xn. Перевiрити, що f є лiнiйною функцiєю, знайти її матри-
цю у стандартному базисi простору V , а також знайти базис Kerf .

Перевiрика лiнiйностi f . Нехай u = (x1, . . . , xn), v = (y1, . . . , yn) ∈ V ,
α, β ∈ F . Тодi

f(αu+βv) = f(αx1+βy1, . . . , αxn+βyn) = αx1+βy1+· · ·+αxn+βyn =
α(x1 + · · ·+ xn) + β(y1 + · · ·+ yn) = αf(u) + βf(v).

Нехай базис простору фiксовано. Стовпчики матрицi лiнiйної фун-
кцiї — це, згiдно визначення, значення функцiї на базисних векторах.
Тому оскiльки сума координат будь-якого iз векторiв стандартного ба-
зису дорiвнює 1, то матриця функцiї f у стандартному базисi e1, . . . , en

— це рядок (1, 1, . . . , 1).
Нарештi, знайдемо ядро f . За визначенням, (x1, . . . , xn) ∈ Kerf ⇐⇒

x1 + · · ·+xn = 0. Тому Kerf збiгається iз простором розв’язкiв вказано-
го однорiдного лiнiйного рiвняння. Базисом цього простору є довiльна
фундаментальна система розв’язкiв (надалi — ФСР) даного однорiдного
лiнiйного рiвняння, наприклад, така:

v1 = (−1, 1, 0, . . . , 0, 0);
v2 = (−1, 0, 1, . . . , 0, 0);

. . .
vn−1 = (−1, 0, 0, . . . , 1, 0);
vn = (−1, 0, 0, . . . , 0, 1).

Приклад 2. Довести, що для довiльної ненульової лiнiйної функцiї
f : V → F на n-вимiрному векторному просторi V знайдеться базис
u1, . . . , un простору V , такий, що

f(x1u1 + · · ·+ xnun) = x1

для довiльного вектора x1u1 + · · ·+ xnun ∈ V .

Оскiльки f за умовою не є тотожним нулем, то dim(Kerf) = n − 1.
Зафiксуємо у просторi Kerf деякий базис u2, . . . , un. Доповнимо цей
набiр векторiв до базису V , приєднавши деякий вектор u′1. Покладемо

7



u1 = u1
f(u1)

(зауважимо, що u1 визначений коректно, тому що f(u1) 6= 0).
Тодi, виходячи iз рiвностей f(u1) = 1, f(u2) = · · · = f(un) = 0, маємо

f(x1u1 + · · ·+ xnun) = x1f(u1) + x2f(u2) + · · ·+ xnf(un) = x1f(u1) = x1.

Приклад 3. Нехай V = Rn[x]. Для кожного i, 0 ≤ i ≤ n, визначимо
функцiю ai : V → R правилом ai(f) = f(i), f ∈ V . Довести що кожна
з визначених функцiй є лiнiйною, i що a0, a1, . . . , an складають базис
простору V ∗.

Оскiльки dim(V ∗) = dim(V ) = n + 1, то достатньо показати, що
функцiї a0, a1, . . . , an є лiнiйно незалежними.

Припустимо, що α0a0 + · · ·+αnan = 0 для деяких α0, . . . , αn ∈ R. Це
означає, що для довiльного многочлена f ∈ Rn[x] виконується рiвнiсть
(α0a0 + · · ·+αnan)(f) = 0. Зокрема, ця рiвнiсть виконується для f0 = 1,
f1 = x, . . . , fn = xn, тому отримаємо n + 1 рiвнiсть:





α0 + α1 + α2 + · · ·+ αn = 0,
α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = 0,
. . .
α1 + 2nα2 + · · ·+ nnαn = 0.

(1)

Набiр (α0, . . . , αn) повинен бути розв’язком отриманої однорiдної си-
стеми лiнiйних рiвнянь. Визначник цiєї системи дорiвнює

M =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1
0 1 2 . . . n
...

...
...

...
...

0 1 2n . . . nn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= n! ·B(1, 2, . . . , n) 6= 0,

де через B(1, 2, . . . , n) ми позначили значення визначника Вандермонда
вiд 1, 2, . . . , n. Тому система рiвнянь (1) має єдиний розв’язок — нульо-
вий. Отже, за визначенням лiнiйно незалежної системи векторiв функцiї
a0, . . . , an є лiнiйно незалежними.

Приклад 4. Довести, що для базису a0, . . . , an простору V ∗ iз попе-
редньої задачi iснує єдиний базис простору V , для якого a0, . . . , an є
спряженим. Знайти цей базис.

За визначенням спряженого базису, ми шукаємо такий базис f0, . . . , fn

простору Rn[x], що

fi(j) =
{

1, i = j
0, i 6= j

,
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0 ≤ i ≤ n. Згiдно iз розв’язанням iнтерполяцiйної задачi, iснує рiв-
но один многочлен степеня не вище, нiж n, який у заданих n точках
приймає заданi значення. Знайдемо многочлен fi за допомогою iнтер-
поляцiйної формули Лагранжа:

fi =
x · (x− 1) · · · · · (x− i + 1) · (i + 1− x) · · · · · (n− x)

i · (i− 1) . . . 1 · 1 · · · · · (n− i)
.

Приклад 5. Нехай f , g — двi лiнiйнi функцiї на векторному просторi
V i Kerf = Kerg. Довести, що f i g вiдрiзняються лiнiйним множни-
ком.

Якщо Kerf = Kerg = V , то твердження очевидне. Нехай тепер
dim(Kerf) = dim(Kerg) = n− 1. Нехай u2, . . . , un — базис Kerf = Kerg.
Доповнимо його вектором u′1 до базису V . Покладемо u1 = u′1

f(u′1)
. Тодi

f(u1) = 1, g(u1) = g(u′1)
f(u′1)

. Крiм того для x = x1u1 + · · · + xnun маємо,

що f(x) = x1 (див. також розв’язання прикладу 2), g(x) = g(u′1)
f(u′1)

x1=
g(u′1)
f(u′1)

f(x). Отже, g пропорцiйна до f iз коефiцiєнтом пропорцiйностi
g(u′1)
f(u′1)

.

Задачi
1.1 Нехай V = Fn i fi : V → F , 1 ≤ i ≤ 3, заданi правилами:

a) f1(x1, . . . , xn) = −x1 + x2 + · · ·+ (−1)nxn;

б) f2(x1, . . . , xn) = x2 + x4 + · · ·+ (1+(−1)n)
2 xn;

в) f3(x1, . . . , xn) = x1 + 2x2 + · · ·+ nxn;

Перевiрити, що кожна fi є лiнiйною функцiєю, знайти її матрицю
у стандартному базисi простору V , а також знайти базис Kerfi.

1.2 Знайти формулу змiни матрицi лiнiйної функцiї при змiнi базису
простору.

1.3 Чи є лiнiйно залежною система функцiй {f1, f2, f3}, де f1, f2, f3 —
функцiї iз задачi 1.1?

1.4 Нехай V — векторний простiр над полем F , v1, . . . , vn — деякий його
базис, i f : V → F . Довести, що функцiя f є лiнiйною тодi й лише
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тодi, коли знайдуться такi α1, . . . , αn ∈ F , що f(x1v1 + · · ·+ xnvn) =∑n
i=1 αixi для довiльних x1, . . . , xn ∈ F . Тобто, функцiя є лiнiйною

тодi й лише тодi, коли для кожного базису простору iснує лiнiйна
форма, така, що для довiльного вектора простору значення функцiї
вiд цього вектора збiгається iз значенням вiдповiдної лiнiйної форми
вiд координат вектора.

1.5 Нехай V = Rn[x]. Для кожного i, 0 ≤ i ≤ n, визначимо функцiю
bi : V → R правилом bi(f) = f (i)(0), f ∈ V . Довести що кожна з
визначених функцiй є лiнiйною, i що b0, b1, . . . , bn складають базис
простору V ∗.

1.6 Довести, що для базису b0, . . . , bn простору V ∗ iз попередньої задачi
iснує єдиний базис простору V , для якого b0, . . . , bn є спряженим.
Знайти цей базис.

1.7 Нехай V = Rn[x]. Для кожного i, 0 ≤ i ≤ n, визначимо функцiю
ci : V → R правилом ci(f) =

∫ i

0
f(x)dx, f ∈ V . Довести що кожна з

визначених функцiй є лiнiйною, i що c0, c1, . . . , cn складають базис
простору V ∗.

1.8 Довести, що n лiнiйних функцiй на n- вимiрному векторному про-
сторi є лiнiйно незалежними тодi й лише тодi, коли перетин їх ядер
є нульовим пiдпростором.

1.9 Нехай

V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1 + x3 = x2 + x4, x1 + x2 + x3 + x4 = 0}.
Навести приклад двох лiнiйних функцiй f i g на R4, таких, що V =
Kerf ∩Kerg.

1.10 Довести, що будь-який k-вимiрний пiдпростiр n-вимiрного вектор-
ного простору є перетином ядер деяких n − k лiнiйних функцiй на
V .
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2 Бiлiнiйнi функцiї
Нехай V — векторний простiр над полем F i f : V × V → F — функцiя
вiд двох аргументiв iз V . Якщо зафiксувати деякий вектор v ∈ V , то
f1

v (x) = f(x, v), x ∈ V , i f2
v (x) = f(v, x), x ∈ V , є функцiями (вiд одного

аргументу) iз V до F .

Означення 1. Функцiя f : V × V → F називається лiнiйною за пер-
шим (другим) аргументом, якщо для будь-якого вектора v ∈ V функцiя
f1

v (вiдповiдно, f2
v ) є лiнiйною. f називається бiлiнiйною, якщо вона є

лiнiйною за першим i за другим аргументами.

Iншими словами, функцiя f : V × V → F називається бiлiнiйною,
якщо для будь-яких α, β ∈ F i для будь-яких u, v1, v2 ∈ F виконуються
рiвностi

• f(αv1 + βv2, u) = αf(v1, u) + βf(v2, u);

• f(u, αv1 + βv2) = αf(u, v1) + βf(u, v2).

Теорема 2. Нехай V = Fn i f : V × V → F — деяка функцiя. f є
бiлiнiйною тодi й лише тодi, коли знайдуться такi числа {aij : 1 ≤
i, j ≤ n}, що

f((x1, . . . , xn), (y1, . . . yn)) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj . (2)

Вираз, що стоїть у правiй частинi формули (2), називається бiлi-
нiйною формою вiд змiнних x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. Якщо V — n-вимiрний
векторний простiр, i в ньому зафiксовано базис v1, . . . , vn, то вiдображе-
ння x1v1 + · · ·+xnvn 7→ (x1, . . . , xn) встановлює iзоморфiзм мiж V i Fn.
Тому iснує бiєктивна вiдповiднiсть ϕv1,...,vn мiж бiлiнiйними функцiями
на V i бiлiнiйними формами вiд змiнних x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, а саме

f(x1v1 + · · ·+ xnvn, y1v1 + · · ·+ ynvn)
ϕv1,...,vn7→

n∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj .

Матрицею бiлiнiйної форми
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxiyj називається матри-

ця (aij)1≤i,j≤n. Матрицею бiлiнiйної функцiї f : V × V → F у базисi
v1, . . . vn простору V називається матриця вiдповiдної їй бiлiнiйної фор-
ми ϕv1,...,vn(f).
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Теорема 3. Нехай f : V × V → F — бiлiнiйна функцiя, v1, . . . , vn

— базис V i Av — матриця f у цьому базисi. Тодi для довiльних x =
x1v1+· · ·+xnvn, y = y1v1+· · ·+ynvn ∈ V значення f(x, y) обчислюється
за формулою

f(x, y) = (x1, . . . , xn)Av(y1, . . . , yn)t. (3)

Припустимо, що у просторi V задано два базиси: v1 . . . , vn i u1, . . . , un.
Через B = Bv→u позначимо матрицю переходу вiд базису (vi) до базису
(ui). Нагадаємо, що за визначенням i-им стовпчик матрицi B є стовпчи-
ком координат вектора ui у базисi v1, . . . , vn. Нехай Av i Au — матрицi
f у базисах (vi) i (ui) вiдповiдно. Тодi

Au = BtAvB. (4)

Формулу (4) часто називають формулою змiни матрицi бiлiнiйної
функцiї при змiнi базису простору.

Вiдомо, що для довiльної невиродженої матрицi B i довiльної ма-
трицi A ранги матриць A i BtAB однаковi. Тому коректним є наступне
означення.

Означення 2. Рангом бiлiнiйної функцiї f називається ранг її матри-
цi у деякому (а, отже, у будь-якому) базисi простору V .

Бiлiнiйна функцiя f на просторi V називається невиродженою, якщо
її матриця у деякому (а, отже, i у будь-якому) базисi простору V є
невиродженою.

Означення 3. Бiлiнiйна функцiя f : V × V → F називається

a) симетричною, якщо f(x, y) = f(y, x) для довiльних x, y ∈ V ;

b) кососиметричною, якщо f(x, y) = −f(y, x) для довiльних x, y ∈ V .

Теорема 4. 1. Якщо функцiя f(x, y) є симетричною, то її матри-
ця у будь-якому базисi простору є симетричною. Якщо матриця
f у деякому базисi простору є симетричною, то f(x, y) є симе-
тричною.

2. Якщо функцiя f(x, y) є кососиметричною, то її матриця у будь-
якому базисi простору є кососиметричною. Якщо матриця f у
деякому базисi простору є кососиметрчною, то f(x, y) є кососи-
метричною.
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Бiлiнiйна форма називається симетричною (кососиметричною), як-
що вiдповiдна їй матриця є симетричною (кососиметричною). Бiлiнiй-
на форма вигляду λ1x1y1 + · · · + λnxnyn називається симетричною бi-
лiнiйною формою канонiчного вигляду. Бiлiнiйна форма вiд змiнних
x1, . . . xn, y1, . . . , yn вигляду x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3 + . . . x2k−1y2k −
x2ky2k−1, де 1 ≤ k ≤ bn

2 c, називається кососиметричною бiлiнiйною
формою канонiчного вигляду.

Двi бiлiнiйнi форми звуться еквiвалентними, якщо вони вiдповiда-
ють однiй й тiй самiй бiлiнiйнiй функцiї (можливо, в рiзних базисах).
Звести симетричну (кососиметричну) бiлiнiйну форму f до канонi-
чного вигляду означає знайти еквiвалентну їй симетричну (вiдповiдно,
кососиметричну) бiлiнiйну форму g, яка має канонiчний вигляд, а та-
кож вказати вiдповiдну замiну змiнних (або, еквiвалентно, вiдповiдну
матрицю переходу вiд базису простору, в якому бiлiнiйна функцiя мала
бiлiнiйну форму f до базису простору в якому та ж бiлiнiйна функцiя
має бiлiнiйну форму g). Алгоритми зведення симетричних i кососиме-
тричних бiлiнiйних форм до канонiчного вигляду мiстяться у розв’яза-
ннях прикладiв 10 i 12.

Приклади розв’язування задач
Приклад 6. Нехай у просторi V задано два базиси: v1, v2, v3 та u1 =
v1 − v2, u2 = v1 + v3, u3 = v1 + v2 + v3. Бiлiнiйну функцiю f задано

матрицею Av =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 у базисi v1, v2, v3. Знайти

а) f(u1, u2);
б) матрицю f у базисi u1, u2, u3.

Вектори u1, u2, u3 мають у базисi v1, v2, v3 координати (1,−1, 0), (1, 0, 1)
та (1, 1, 1) вiдповiдно. За формулою (3) отримуємо

f(u1, u2) = (1,−1, 0)




1 2 3
4 5 6
7 8 9







1
0
1


 = −6.

Запишемо матрицю переходу вiд v1, v2, v3 до u1, u2, u3: B = Bv→u =
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


1 1 1
−1 0 1

0 1 1


. За форулою (4) обчислюємо матрицю Au:

Au = BtAvB =




1 −1 0
1 0 1
1 1 1







1 2 3
4 5 6
7 8 8







1 1 1
−1 0 1

0 1 1


 =




0 −6 −9
−2 20 30
−3 30 45


 .

Приклад 7. Нехай V = Mn(F ). Довести, що функцiя f(A,B) = tr(AB)
є бiлiнiйною та знайти її матрицю у базисi Mn(F ), який складається
iз матричних одиниць. Зокрема, виписати цю матрицю для n = 2.

Лiнiйнiсть f за першим аргументом випливає iз ланцюга рiвностей:

f(α1A1 + α2A2, B) = tr((α1A1 + α2A2)B) = tr(α1A1B + α2a2B) =
α1tr(A1B) + α2tr(A2B) = α1f(A1B) + α2f(A2B),

A1, A2, B ∈ Mn(F ), α1, α2 ∈ F . Лiнiйнiсть за другим аргументом можна
перевiрити аналогiчно, достатньо однак послатись на симетричнiчть f
(вiдомо i неважко перевiрити, що tr(AB) = tr(BA), A,B ∈ Mn(F )) i
вже встановлену лiнiйнiсть за першим аргументом.

Впорядкуємо матричнi одиницi природним чином:

E11, E12, . . . , E1n, E21, E22, . . . , E2n, . . . , En1, En2, . . . , Enn. (5)

Оскiльки EijEkl =
{

Eil, якщо j = k,
0, якщо j 6= k,

то

f(Eij , Ekl) = tr(EijEkl) =
{

1, якщо j = k i i = l,
0, в противному разi .

Тепер ми маємо всю необхiдну iнформацiю, щоб описати матрицю
A функцiї f у базисi (5). Це матриця n2 × n2. Для зручностi проiнде-
ксуємо її рядки i стовпчики у тiй самiй послiдовностi, що i матричнi
одиницi (див. (5)): перший рядок i перший стовпчик матимуть iндекс
11, другий рядок i другий стовпчик — iндекс 12, i.т.д., останнiй рядок i
останнiй стовпчик — iндекс nn. Елементами матрицi A є нулi i одиницi.
На перетинi рядка з iндексом ij i стовпчика з iндексом kl стоїть оди-
ниця тодi й лише тодi, коли i = l i j = k. Зокрема, у кожному рядку i
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кожному стовпчику зустрiчається рiвно одна одиниця. У випадку n = 2

отримаємо матрицю




1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


.

Приклад 8. Довести, що бiлiнiйна функцiя tr(AB) на просторi Mn(F )
є невиродженою.

У попередньому прикладi ми знайшли матрицю бiлiнiйної функцiї
tr(AB) у базисi простору Mn(F ), що складається iз матричних одиниць
(див. (5)). Елементами цiєї матрицi є лише нулi i одиницi, причому в
кожному рядку i кожному стовпчику рiвно один елемент дорiвнює оди-
ницi, а решта — нулю. Перестановкою стовпчикiв така матриця зводи-
ться до одиничної. Дiйсно, спочатку переставляємо перший стовпчик iз
тим стовпчиком, на перетинi з яким одиниця стоїть у першому рядку.
Отримаємо матрицю iз одиницею у верхньому лiвому кутi, в якiй знов-
таки у кожному рядку i у кожному стовпчику рiвно одна одиниця. Далi
переставимо другий стовпчик отриманої матрицi iз тим стовпчиком, на
перетинi з яким одиниця стоїть у другому рядку. Продовжуючи так да-
лi, через (n2−1) крок отримаємо одиничну матрицю. Оскiльки зробленi
елементарнi перетворення стовпчикiв не змiнюють ранг, то початкова
матриця, а разом iз нею дана бiлiнiйна функцiя, є невиродженою.

Приклад 9. Довести, що будь-яка бiлiнiйна форма f(x, y) рангу 1 мо-
же бути записана у виглядi добутку двох лiнiйних форм p(x)q(y).

Нехай A = (aij)1≤i,j≤n — матриця даної бiлiнiйної форми. Оскiльки
ранг матрицi A дорiвнює 1, то ця матриця мiстить принаймi один нену-
льовий рядок, до якого пропорцiйнi решта рядкiв. Виберемо довiльний
ненульовий рядок матрицi A. Припустимо, що це рядок (al1, . . . , aln).
Нехай αi, 1 ≤ i ≤ n, — коефiцiєнт, з яким i-ий рядок пропорцiйний до

вибраного (зокрема, αl = 1). Тодi A =




α1

...
αn


 (al1, . . . , aln). За форму-
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лою (3) отримуємо:

f(x, y) = (x1, . . . , xn)A




y1

...
yn


 =

(x1, . . . , xn)




α1

...
αn


 (al1, . . . , aln)




y1

...
yn


 =

(
n∑

i=1

αixi

) (
n∑

i=1

aliyi

)
.

Лишилось покласти p(x) =
∑n

i=1 αixi i q(y) =
∑n

i=1 aliyi.

Приклад 10. Довести, що довiльна симетрична бiлiнiйна форма над
полем F , характеристика якого вiдмiнна вiд 2, зводиться до канонi-
чного вигляду.

Припустимо, що бiлiнiйна форма f =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxiyj є симетри-

чною, тобто aij = aji для будь-яких допустимих i, j. Будемо доводити
твердження iндукцiєю за n. Якщо n = 1, то твердження, очевидно,
справджується. Нехай n ≥ 2. Запишемо f(x, y) наступним чином:

f(x, y) =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijxiyj = (6)

a11x1y1 + a12(x1y2 + x2y1) + · · ·+ a1n(x1yn + xny1) + S(x, y), (7)

де жоден iз доданкiв в S(x, y) не мiстить x1 i y1. Якщо всi коефiцiєнти
a11, . . . , a1n рiвнi нулю, то f(x, y) = S(x, y), i працює iндуктивне при-
пущення. Тому можна вважати, що серед скалярiв a11, . . . , a1n є хоча б
один ненульовий. У випадку, коли a11 6= 0 робимо (невироджену) замiну
змiнних x′1 = x1 + x2, x′2 = x1 − x2, x′3 = x3, . . . , x′n = xn i, вiдповiдно,
y′1 = y1 +y2, y′2 = y1−y2, y′3 = y3, . . . , y′n = yn, пiсля якої коефiцiєнт при
x′1y

′
1 вже буде ненульовим (лишаємо читачевi перевiрити це i явно зна-

йти цей коефiцiєнт). Тому вважаємо, що a11 6= 0. Позначимо αi = a1i

a11
,

1 ≤ i ≤ n. Зробимо таку замiну змiнних:

x′1 =
n∑

i=1

αixi, x
′
2 = x2, . . . , x

′
n = xn;

y′1 =
n∑

i=1

αiyi, y
′
2 = y2, . . . , y

′
n = yn.
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Пiсля неї формула (7) набуде вигляду

f(x, y) = a11x
′
1y
′
1 + t(x′2, . . . , x

′
n; y′1, . . . , y

′
n).

До бiлiнiйної форми t(x′2, . . . , x
′
n; y′1, . . . , y

′
n) можна застосувати iнду-

ктивне припущення, тобто вважати, що знайдеться така невироджена
замiна змiнних, яка зведе цю бiлiнiйну форму до канонiчного вигляду.
Тому пiсля цiєї замiни змiнних f(x, y) також матиме канонiчний вигляд.

Приклад 11. Звести до канонiчного вигляду дiйсну симетричну бiлi-

нiйну форму, задану своєю матрицею A =




1 3 2
3 1 4
2 4 1


 .

Зробимо таку замiну змiнних (див. попереднiй приклад):

x′1 = x1 + 3x2 + 2x3, x
′
2 = x2, x

′
3 = x3

y′1 = y1 + 3y2 + 2y3, y
′
2 = y2, y

′
3 = y3.

Нехай f(x, y) — симетрична бiлiнiйна форма, яка має матрицю A. Нехай
C1 — матриця, що вiдповiдає зробленiй замiнi змiнних. За формулою
змiни координат вектора при змiнi базису маємо




x′1
x′2
x′3


 = (C1)−1




x1

x2

x3


 ,

що рiвносильно рiвностi



x1

x2

x3


 = C1




x′1
x′2
x′3


 ,

звiдки знаходимо C1 =




1 −3 −2
0 1 0
0 0 1


 .

Згiдно формули змiни матрицi бiлiнiйної функцiї при змiнi базису
(формула (4)) отримуємо, що пiсля даної замiни змiнних ми отримаємо
бiлiнiйну форму iз матрицею
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A1 = (C1)tAC1 =




1 0 0
−3 1 0
−2 0 1







1 3 2
3 1 4
2 4 1







1 −3 −2
0 1 0
0 0 1


 =




1 0 0
0 8 −2
0 −2 −3


 .

На наступному етапi робимо таку замiну змiнних

x′′1 = x′1, x
′′
2 = x′2 −

1
4
x′3, x

′′
3 = x′3

y′′1 = y′1, y
′′
2 = y′2 −

1
4
y′3, y

′′
3 = y′3,

знаходимо вiдповiдну їй матрицю переходу C2 =




1 0 0
0 1 1

4
0 0 1


 , пiсля

чого за формулою (4) обчислюємо матрицю A2 бiлiнiйної форми, яку
ми отримаємо пiсля цiєї замiни змiнних:

A2 = (C2)tA1C2 =




1 0 0
0 1 0
0 1

4 1







1 0 0
0 8 −2
0 −2 −3







1 0 0
0 1 1

4
0 0 1


 =




1 0 0
0 8 0
0 0 − 7

2


 .

Отриманiй дiагональнiй матрицi вiдповiдає бiлiнiйна форма у канонi-
чному виглядi x′′1y′′1 + 8x′′2y′′2 − 7

2x′′3y′′3 . Матриця переходу, що вiдповiдає

переходу до канонiчного базису дорiвнює C2C1 =




1 −3 −2
0 1 1

4
0 0 1


 . Те-

пер ми легко можемо записати вiдповiдну замiну змiнних:



x1

x2

x3


 = C2C1




x′′1
x′′2
x′′3


 =




x′′1 − 3x′′2 − 2x′′3
x′′2 + 1

4x′′3
x′′3


 .

Приклад 12. Довести, що довiльна ненульова кососиметрична бiлi-
нiйна форма зводиться до канонiчного вигляду.
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Нехай f(x, y) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxiyj , причому aij = −aji для будь-

яких допустимих i, j. Зокрема всi aii дорiвнюють нулю. Перенумеру-
вавши у разi потреби змiннi, можемо вважати, що a12 6= 0. Скористає-
мось iндукцiєю за n. Якщо n = 1, то f(x, y) мусить бути нульовою, що
неможливо за умовою. Якщо n = 2, то f(x, y) має канонiчний вигляд.
Нехай n ≥ 3. Запишемо задану форму у виглядi

f(x, y) = x1(a12y2 + · · ·+ a1nyn)− y1(a12x2 + · · ·+ a1nxn) + S(x, y)

i зробимо невироджену замiну змiнних

x′1 = x1, x
′
2 = a12x2 + · · ·+ a1nxn, x′3 = x3, . . . , x

′
n = xn

i таке саме перетворення для yi. Отримаємо

f(x, y) = x′1y
′
2 − x′2y

′
1 + S1(x′2, . . . , x

′
n; y′2, . . . , y

′
n).

Якщо S1(x′2, . . . , xn; y′2, . . . , y
′
n) не мiстить x′2, y

′
2, то ця форма або ну-

льова, або за iндуктивним припущенням зводиться до канонiчного ви-
гляду. Тому i f(x, y) також зводиться до канонiчного вигляду.

Нехай S1(x′2, . . . , xn; y′2, . . . , y
′
n) =

∑n
i=2

∑n
j=2 a′ijx

′
iy
′
j мiстить x′2, y

′
2,

тобто a′2k 6= 0 для деякого k, 2 ≤ k ≤ n. Виконаємо невироджену замiну
змiнних

x′′1 = x′1 − a′23x
′
3 − · · · − a′2nx′n, x′′2 = x′2, . . . , x′′n = x′n,

i аналогiчну замiну для y′i. Отримаємо

f(x, y) = x′′1y′′2 − x′′2y′′1 + S2(x′3, . . . , xn; y′3, . . . , y
′
n).

Якщо S2(x′3, . . . , xn; y′3, . . . , y
′
n) = 0, то f(x, y) вже зведено до канонiчно-

го вигляду. Iнакше, за iндуктивним припущенням S2(x′3, . . . , xn; y′3, . . . , y
′
n)

зводиться до канонiчного вигляду, звiдки випливає, що i f зводиться до
канонiчного вигляду.

Задачi
2.1 Порiвнюючи ранги, показати, що бiлiнiйнi форми f та g не еквiва-

лентнi:
а) f = x1y1+x1y2+x1y3+2x2y1+2x2y2+2x2y3, g = x1y1+x1y2+x2y2;
б) f = x1y1 + x1y3 + x2y2 + x3y1 + x3y2 + x3y3, g = x1y1 + x1y3 +
x2y2 + x2y3 + x3y3.
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2.2 У просторi V задано два базиси: v1, v2, v3 та u1 = v1 + v2, u2 =
v1 + 2v3, u3 = v1 − v2 + v3. Бiлiнiйну функцiю f у базисi (vi) задано

матрицею Av =




1 −1 4
2 1 0
0 3 −1


. Знайти

a) f(u1, u2), f(u1 + u2, u2 + u3), f(u1 + u3, u1 − u3);

б) матрицю f у базисi u1, u2, u3;

в) матрицю f у базисi u3, u2, u1;

г) матрицю f у базисi u1, u2 + u3, u2 − u3.

2.3 У просторi R2[x] задано два базиси: h1 = 1, h2 = x, h3 = x2 та
g1 = 1 + x, g2 = 1 − 2x, g3 = 1 + x2. Бiлiнiйну функцiю f у базисi

(hi) задано матрицею Ah =




2 −3 5
3 2 1
4 0 3


. Знайти

a) f(h1, h2), f(2 + 2x, 1 + x2), f(1 + x + x2, 1− x);

б) матрицю f у базисi g1, g2, g3;

в) матрицю f у базисi g3, g2, g1;

г) матрицю f у базисi g1, g2 − g3, g2 + 2g3.

2.4 Нехай у просторi V задано базис v1, . . . , vn. Нехай, далi, C — лiнiй-
ний оператор у просторi V , який у базисi (vi) має матрицю C, i f
— бiлiнiйна функцiя на V , яка у тому ж базисi має матрицю Av.
Довести, що функцiя g(x, y) = f(x, C(y)) є бiлiнiйною i її матриця у
базисi (vi) дорiвнює AvC.

2.5 Довести, що функцiя f(A,B) = tr(A + B) на просторi Mn(F ) не є
бiлiнiйною.

2.6 Довести, що функцiя f(A, B) = tr(ABt) на просторi Mn(F ) є бiлiнiй-
ною та знайти її матрицю у базисi, який складається iз матричних
одиниць. Виписати, зокрема, знайдену матрицю у випадку n = 2.

2.7 Довести, що E11, . . . Enn, E12 + E21, E13 + E31, . . . , En−1,n + En,n−1,
E12−E21, E13−E31, . . . , En−1,n−En,n−1 є базисом простору Mn(F ) та
знайти матрицi бiлiнiйних функцiй tr(AB) i tr(ABt), A,B ∈ Mn(F ),
у цьому базисi.
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2.8 Розглянемо C як двовимiрний векторний простiр над R. У кожно-
му з наступних випадкiв довести, що функцiя f : C × C → R є
бiлiнiйною та знайти її матрицю у базисi 1, i:

а) f(x, y) = Re(xy); б) f(x, y) = Re(xy); в) f(x, y) = Im(xy).

2.9 Чи є бiлiнiйною функцiя f(x, y) = |xy|, x, y ∈ C?
2.10 Нехай f — бiлiнiйна функцiя, яка у базисi v1, . . . , vn простору V має

матрицю Av. Як пов’язана iз матрицею Av матриця f у кожному з
наступних базисiв V :

а) v1, . . . , vi−1, λvi, vi+1 . . . , vn;

б) v1, . . . , vi−1, vi + λvj , vi+1 . . . , vn, j 6= i;

в) базисi, утвореному iз v1, . . . , vn перестановкою векторiв vi i vj ,
j 6= i?

2.11 Довести, що довiльну бiлiнiйну функцiю можна однозначно подати
у виглядi суми симетричної та кососиметричної бiлiнiйних функцiй.

2.12 Подати наступнi бiлiнiйнi форми у виглядi суми симетричної та ко-
сосиметричної бiлiнiйних форм:

а) x1y1 + 2x1y2 + x1y3 − x2y1 + x2y2 + x2y3 − 5x3y2;

б) x1y2 − 4x2y1 + 2x2y2 + 5x2y3 − 7x3y2 − x3y3.

2.13 Звести до канонiчного вигляду кожну з наступних симетричних бi-
лiнiйних форм:

а) x1y1 + 2(x1y2 + x2y1)− (x1y3 + x3y1) + 2(x2y3 + x3y2)− x3y3;

б) x1y1 + 2(x1y2 + x2y1)− (x1y4 + x4y1) + x2y2 + x2y3 + x3y2 + 2x3y3;

в) x1y2 + x2y1;

г) x1y2 + x2y1 + x1y3 + x3y1 + 2(x2y3 + x3y2).

2.14 Звести до канонiчного вигляду кожну з наступних кососиметричних
бiлiнiйних форм:

а) x1y2 − x2y1 + 2(x1y3 − x3y1)− x1y4 + x4y1 − 3(x2y4 − x4y2);

б) x1y2 − x2y1 + 2(x1y3 − x3y1)− 2(x2y3 − x3y2) + 3(x2y4 − x4y2);

в) x1y2 − x2y1 + 2(x1y3 − x3y1) + 4(x2y4 − x4y2);

г) 3(x1y3 − x3y1)− x1y4 + x4y1 − 2(x2y3 − x3y2) + x2y4 − x4y2.
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3 Квадратичнi функцiї
Нехай V — векторний простiр над полем F i f : V × V → F — бiлiнiй-
на функцiя. Функцiя g(x) = f(x, x) називається квадратичною. Iнши-
ми словами, f : V → F називається квадратичною, якщо знайдуться
{aij}1≤i≤j≤n iз F , такi, що

f(x1v1 + · · ·+ xnvn) = a11x
2
1 + · · ·+ annx2

n +
n∑

j=2

j∑

i=1

2aijxixj (8)

для довiльного v = x1v1 + · · · + xnvn ∈ V , де v1, . . . , vn — деякий базис
простору V .

Вираз у правiй частинi (8) називається квадратичною формою вiд
змiнних x1, . . . , xn.

Якщо g(x) — квадратична функцiя, то iснує єдина симетрична бiлi-
нiйна функцiя

f(x, y) =
g(x + y)− g(x)− g(y)

2
, (9)

яка називається полярною до g(x), така, що g(x) = f(x, x). Аналогi-
чно визначається полярна симетрична бiлiнiйна форма до даної ква-
дратичної форми. Вiдповiднiсть, яка переводить квадратичну функцiю
(форму) у полярну до неї симетричну бiлiнiйну функцiю (вiдповiдно,
форму), є бiєктивною. Це дозволяє визначити матрицю квадратичної
функцiї у даному базисi як матрицю полярної до неї симетричної бi-
лiнiйної функцiї у цьому ж базисi, ранг квадратичної функцiї як ранг
полярної до неї бiлiнiйної симетричної функцiї. Те ж саме стосується
квадратичних форм.

Двi квадратичнi форми f(x1, . . . , xn) та g(x1, . . . , xn) називаються
еквiвалентними, якщо вони вiдповiдають однiй й тiй самiй квадрати-
чнiй функцiї у (можливо) рiзних базисах. Iншими словами, двi ква-
дратичнi форми еквiвалентнi, якщо iснує невироджена замiна змiнних,
яка переводить першу з них у другу. Або, еквiвалентно, якщо iснує
така невироджена матриця C, що матрицi Af i Ag, що вiдповiдають
f(x1, . . . , xn) та g(x1, . . . , xn) вiдповiдно, пов’язанi спiввiдношенням

Ag = CtAfC. (10)

Квадратична форма має канонiчний вигляд, якщо вона має вигляд
f(x1, . . . , xn) = a11x

2
1 + · · ·+annx2

n. Дiйсна квадратична форма має нор-
22



мальний вигляд, якщо вона має канонiчний вигляд причому всi коефi-
цiєнти aii дорiвнюють 1, −1 або 0. Комплексна квадратична форма має
нормальний вигляд, якщо вона має канонiчний вигляд, причому всi кое-
фiцiєнти aii дорiвнюють 1 або 0. Звести квадратичну форму до канонi-
чного (нормального) вигляду означає знайти еквiвалентну до даної ква-
дратичну форму, що має канонiчний (вiдповiдно, нормальний) вигляд,
а також вiдповiдну невироджену замiну змiнних. Еквiвалентнi квадра-
тичнi форми вiдповiдають однiй й тiй самiй квадратичнiй функцiї, тому
знаходження потрiбної невиродженої замiни змiнних еквiвалентне зна-
ходженню матрицi переходу вiд початкового базису простору до iншого
базису, в якому вiдповiдна заданiй квадратичнiй функцiї квадратична
форма має канонiчний (або нормальний) вигляд.

Для зведення квадратичної форми до канонiчного (чи нормального)
вигляду можна користуватись методом Лагранжа чи методом Якобi
(див. приклади 15 i 16).

Додатним (вiд’ємним) iндексом iнерцiї дiйсної квадратичної форми
f(x1, . . . , xn) = a11x

2
1 + · · ·+ annx2

n, що має канонiчний вигляд, називає-
ться кiлькiсть додатних (вiд’ємних) чисел серед a11, . . . , ann. Додатним
(вiд’ємним) iндексом iнерцiї довiльної дiйсної квадратичної форми на-
зивається додатний (вiд’ємний) iндекс iнерцiї еквiвалентної їй квадра-
тичної форми, що має канонiчний вигляд. Коректнiсть такого визначе-
ння забезпечується тим, що довiльну дiйсну квадратичну форму можна
звести до канонiчного вигляду та наступною теоремою.

Теорема 5 (Закон iнерцiї дiйсних квадратичних форм). Дода-
тнi (вiд’ємнi) iндекси iнерцiї двох еквiвалентних дiйсних квадрати-
чних форм у канонiчному виглядi збiгаються.

Сигнатурою дiйсної квадратичної форми називають рiзницю мiж її
додатним i вiд’ємним iндексами iнерцiї.

Дiйсна квадратична форма f(x1, . . . , xn) називається додатно визна-
ченою, якщо f(x1, . . . , xn) > 0 для всiх наборiв (x1, . . . , xn) 6= (0, . . . , 0).
Головними кутовими мiнорами матрицi A = (aij)1≤i,j≤n називаються
визначники матриць (aij)1≤i,j≤k, 1 ≤ k ≤ n.

Теорема 6 (критерiй Сильвестра додатної визначеностi дiйсної
квадратичної форми). Дiйсна квадратична форма є додатно визна-
ченою тодi й лише тодi, коли всi головнi кутовi мiнори її матрицi є
додатними.
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Приклади розв’язування задач
Приклад 13. Дано бiлiнiйну форму f(x, y) = x1y1 + 2x1y2 + 4x2y1 +
3x2y2 +x3y2 +3x3y3. Знайти полярну симетричну бiлiнiйну форму для
квадратичної форми f(x, x).

Для розв’язання цiєї задачi спочатку виписуємо матрицю A бiлi-

нiйної форми f(x, y): A =




1 2 0
4 3 0
0 1 3


. Тодi матрицею квадратичної

форми f(x, x) буде матриця B = 1
2 (A + At). У нашому випадку B =


1 3 0
3 3 1

2
0 1

2 3


. Шукана полярна до f(x, x) симетрична бiлiнiйна форма

також має матрицю B. Знаючи матрицю, легко виписати вiдповiдну їй
бiлiнiйну форму: g(x, y) = x1y1 +3x1y2 +3x2y1 +3x2y2 + 1

2x2y3 + 1
2x3y2 +

3x3y3.

Приклад 14. Не виконуючи обчислень, визначити, чи еквiвалентнi
наступнi комплекснi квадратичнi форми f(x) = x2

1+2ix1x2+x2
2+4x2x3

та g(x) = x2
1 + 6x1x3 + 2x2x3 + x2

3.

Для комплексних квадратичних форм еквiвалентнiсть рiвносильна
рiвностi рангiв. Запишемо матрицi даних квадратичних форм:

Af =




1 i 0
i 1 2
0 2 0


 , Ag =




1 0 3
0 0 2
3 2 1


 . (11)

Оскiльки кожна iз цих матриць має ранг три, робимо висновок, що данi
квадратичнi форми еквiвалентнi.

Приклад 15. Методом Лагранжа звести квадратичну форму f(x) =
x2

1 +2x1x2 +4x1x3 +6x2x3 +x2
3 до канонiчного вигляду. Знайти також

нормальнi вигляди цiєї квадратичної форми над R i над C.

Метод Лагранжа зведення квадратичної форми до канонiчного ви-
гляду нагадує вiдповiдний метод зведення симетричної бiлiнiйної фор-
ми до канонiчного вигляду (див. розв’язування приклада 10). Спочатку
виконуємо таку замiну змiнних, пiсля якої квадратична форма набуде
вигляду αx′21 + g(x′2, x

′
3). Для цього розглянемо всi доданки, що мiстять
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x1, i доповнимо отриману суму до повного квадрату в наступний спосiб:

f(x) = x2
1 + 2x1x2 + 4x1x3 + 6x2x3 + x2

3 =

(x2
1 + 2x1(x2 + 2x3) + (x2 + 2x3)2)− (x2 + 2x3)2 + 6x2x3 + x2

3 =

(x1 + x2 + 2x3)2 − x2
2 + 2x2x3 − 3x2

3.

Робимо замiну змiнних x′1 = x1 + x2 + 2x3, x′2 = x2, x′3 = x3, тобто


x′1
x′2
x′3


 =




1 1 2
0 1 0
0 0 1







x1

x2

x3


. Пiсля цiєї замiни змiнних квадрати-

чна форма набуде вигляду f(x) = x′21 − x′22 + 2x′2x
′
3 − 3x′23 . На другому

етапi робимо замiну змiнних, пiсля якої квадратична форма набуде ви-
гляду αx′′21 +βx′′22 +h(x′′3). Для цього розглянемо всi доданки, що мiстять
x′2, i доповнимо їх суму до повного квадрату. Отримаємо:

f(x) = x′21 − (x′22 − 2x′2x
′
3 + x′23 ) + x′23 − 3x′23 = x′21 − (x′2 − x′3)

2 − 2x′23 .

Пiсля замiни змiнних



x′′1
x′′2
x′′3


 =




1 0 0
0 1 −1
0 0 1







x′1
x′2
x′3


 =




1 1 2
0 1 0
0 0 1







1 0 0
0 1 −1
0 0 1







x1

x2

x3


 =




1 1 1
0 1 −1
0 0 1







x1

x2

x3




отримуємо, що f(x) = x′′21 − x′′22 − 2x′′23 . Отримана квадратична форма
має канонiчний вигляд.

Зведемо f(x) до нормального вигляду над R. Для цього виконує-
мо таку замiну змiнних, пiсля якої додатнi коефiцiєнти при квадра-
тах невiдомих стають рiвними 1, а вiд’ємнi — −1. У нашому випадку
f(x) = x′′21 − x′′22 − (

√
2x′′3)2, тому виконуємо наступну замiну змiнних:




x′′′1
x′′′2
x′′′3


 =




1 0 0
0 1 0
0 0

√
2







x′′1
x′′2
x′′3


 =




1 0 0
0 1 0
0 0

√
2







1 1 1
0 1 −1
0 0 1







x1

x2

x3


 =




1 1 1
0 1 −1
0 0

√
2







x1

x2

x3


 .
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Отримуємо f(x) = x′′′21 − x′′′22 − x′′′23 — нормальний вигляд над R.
Нарештi, зведемо f(x) до нормального вигляду над C. Для цього ви-

конуємо таку замiну змiнних, пiсля всi ненульовi коефiцiєнти при ква-
дратах невiдомих стають рiвними 1. Позаяк у нашому випадку f(x) =
x′′21 + (ix′′2)2 + (i

√
2x′′3)2, то виконуємо наступну замiну змiнних:




x′′′1
x′′′2
x′′′3


 =




1 0 0
0 i 0
0 0 i

√
2







x′′1
x′′2
x′′3


 =




1 0 0
0 i 0
0 0 i

√
2







1 1 1
0 1 −1
0 0 1







x1

x2

x3


 =




1 1 1
0 i −i

0 0 i
√

2







x1

x2

x3


 .

Отримуємо f(x) = x′′′21 + x′′′22 + x′′′23 — нормальний вигляд над C.

Приклад 16. Методом Якобi знайти канонiчний вигляд квадратичної
форми f(x) = x2

1 + 2x1x2 + 4x1x3 + 6x2x3 + x2
3.

Спочатку випишемо матрицю f(x): A =




1 1 2
1 0 3
2 3 1


. Обчислимо

головнi кутовi мiнори ∆1, ∆2, ∆3 матрицi A:

∆1 = det(1) = 1; ∆2 = det
(

1 1
1 0

)
= −1,

∆3 = det(A) =

∣∣∣∣∣∣

1 1 2
1 0 3
2 3 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 2
0 −1 1
0 1 −3

∣∣∣∣∣∣
= 2.

Оскiльки ми отримали, що ∆1, ∆2, ∆3 ненульовi, то можемо виписувати
канонiчний вигляд f(x):

f(x) =
1

∆1
y2
1 +

∆2

∆1
y2
2 +

∆3

∆2
y2
3 = y2

1 − y2
2 −

1
2
y2
3 .

Зауваження. На вiдмiну вiд метода Лагранжа, метод Якобi працює
не для всiх квадратичних форм (а лише для тих, для яких ∆1, ∆2, ∆3

ненульовi). Крiм того, метод Якобi не дозволяє знайти замiну змiнних,
яка зводить квадратичну форму до канонiчного вигляду.

Приклад 17. Знайти всi значення параметра λ, для яких квадрати-
чна форма 5x2

1 +4x1x2−2x1x3 +x2
2 +λx2

3−2x2x3 є додатно визначеною.
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Виписуємо матрицю даної квадратичної форми A =




5 2 −1
2 1 −1

−1 −1 λ


,

пiсля чого обчислюємо головнi кутовi мiнори цiєї матрицi:

∆1 = det(5) = 5; ∆2 = det
(

5 2
2 1

)
= 1, ∆3 = det(A) =

∣∣∣∣∣∣

5 2 −1
2 1 −1

−1 −1 λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 2 1
0 1 0
1 −1 λ− 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣
1 1
1 λ− 1

∣∣∣∣ = λ− 2.

Тому нерiвностi ∆1 > 0, ∆2 > 0, ∆3 > 0 виконуються одночасно тодi
й лише тодi, коли λ > 2. Тому внаслiдок критерiя Сильвестра дана
квадратична форма є додатно визначеною тодi й лише тодi, коли λ > 2.

Задачi
3.1 Задано бiлiнiйну форму f(x, y). Знайти полярну симетричну бiлi-

нiйну форму для квадратичної форми f(x, x):

а) f(x, y) = 4x1y1 + 7x1y2 + 4x2y1 + 3x2y2 + +3x2y3 + 2x3y2;

б) f(x, y) = 3x1y1 + 5x1y2 + 4x2y1 − x2y3 + x3y1 + x3y3.

3.2 Довести, що двi комплекснi квадратичнi форми еквiвалентнi тодi й
лише тодi, коли їх ранги рiвнi. Скiльки є попарно нееквiвалентних
комплексних квадратичних форм вiд n змiнних?

3.3 Не виконуючи обчислень, визначити, чи еквiвалентнi наступнi ком-
плекснi квадратичнi форми f(x) = x2

1 + 2ix1x2 + x2
2 + 4x2x3 та

g(x) = x2
1 + 6x1x3 + 2x2x3 + x2

3.

3.4 Довести, що двi дiйснi квадратичнi форми еквiвалентнi тодi й лише
тодi, коли вони мають однаковi ранги i сигнатури. Скiльки є попар-
но нееквiвалентних дiйсних квадратичних форм вiд n змiнних?

3.5 Скiльки є попарно нееквiвалентних дiйсних квадратичних форм вiд
n змiнних заданої сигнатури k?

3.6 Довести, що квадратичнi форми x2
1 + 2x1x2 + 6x2

2 i 3x2
1 − 2x1x2 + x2

2

еквiвалентнi над R, але не еквiвалентнi над Q.
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3.7 Знайти необхiдну i достатню умову того, щоб двi квадратичнi фор-
ми канонiчного вигляду iз рацiональними коефiцiєнтими були еквi-
валентними над Q.

3.8 Методом Лагранжа звести заданi квадратичнi форми до канонiчно-
го вигляду. Знайти нормальнi вигляди цих квадратичних форм над
R i над C.
а) 2x2

1 − 12x1x2 + 8x1x3 + 18x2
2 − 27x2x3 + 8x2

3;

б) x2
1 + 2x1x2 − 4x1x3 + 5x2

2 − x2
3;

в) x1x2 + x1x3 + x2x3.

3.9 Методом Якобi знайти канонiчний вигляд квадратичних форм:

а) 2x2
1 − 12x1x2 + 8x1x3 + 18x2

2 − 27x2x3 + 8x2
3;

б) x2
1 + 2x1x2 − 4x1x3 + 5x2

2 − x2
3.

3.10 Знайти всi значення параметра λ, для яких квадратична форма fλ

є додатно визначеною:

а) fλ = 2x2
1 + 2λx1x2 + 2x1x3 + x2

2 + 3x2
3;

б) fλ = x2
1 + 2λx1x2 + 10x1x3 + 4x2

2 + 6x2x3 + x2
3.

3.11 Довести, що у додатно визначенiй квадратичнiй формi всi коефiцi-
єнти при квадратах змiнних є додатними, але ця умова не є доста-
тньою для додатної визначеностi форми.

3.12 Знайти додатний i вiд’ємний iндекси iнерцiї квадратичної функцiї
q(X) = tr(X2) на просторi Mn(R).
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4 Геометрiя евклiдових просторiв
Нехай V — дiйсний векторний простiр. Симетрична бiлiнiйна функцiя
f(x, y), x, y ∈ V , називається додатно визначеною, якщо f(x, x) > 0 для
всiх ненульових векторiв x ∈ V .

Нехай тепер V — комплексний векторний простiр. Функцiя f(x, y),
x, y ∈ V , називається ермiтовою, якщо вона

• лiнiйна за першим аргуметном,

• напiвлiнiйна за другим аргументом, тобтоf(x, y1+y2) = f(x, y1)+
f(x, y2) для довiльних x, y1, y2 ∈ V ; f(x, cy) = cf(x, y) для довiль-
них x, y ∈ V , c ∈ C, а також

• ермiтово-симетрична, тобто f(x, y) = f(y, x) для довiльних ве-
кторiв x, y ∈ V .

Iз визначення безпосередньо випливає, що для ермiтової функцiї
f(x, y) число f(x, x) є дiйсним для довiльного x ∈ V . Тому коректним
є наступне означення. Ермiтова функцiя f(x, y) на V називається дода-
тно визначеною, якщо f(x, x) > 0 для всiх ненульових векторiв x ∈ V .

Означення 4. Евклiдовим простором називається дiйсний векторний
простiр, на якому задано додатно визначену симетричну бiлiнiйну
функцiю. Унiтарним простором називається комплексний векторний
простiр, на якому задано додатно визначену ермiтову функцiю.

Вказана в означеннi 4 додатнo визначена симетрична бiлiнiйна фун-
кцiя у випадку дiйсного простору чи додатно визначена ермiтова фун-
кцiя у випадку комплексного простору називається скалярним добу-
тком.

Нехай маємо евклiдовий чи унiтарний простiр V = (V, (·, ·)). Два ве-
ктори x, y ∈ V називаються ортогональними, якщо (x, y) = 0. Вектор
v ∈ V називається ортогональним до пiдпростору L ⊂ V , якщо вiн
ортогональний до всiх векторiв iз L. Множина всiх векторiв, ортого-
нальних до пiдпростору L ⊂ V , є пiдпростором у V , який називається
орногональним доповненням до L i позначається L⊥. Нормою (або дов-
жиною) вектора x ∈ V називається дiйсне число |x| =

√
(x, x). Вектор

називається нормованим, якщо його норма дорiвнює 1. У випадку ев-
клiдового простору визначено кут мiж векорами x, y: це arccos (x,y)

|x|·|y| .
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Система векторiв v1, . . . , vn називається ортогональною, якщо будь-
якi два рiзнi вектори iз цiєї системи ортогональнi, i ортонормованою,
якщо вона є орногональною i кожен iз векторiв системи є нормованим.

Нехай фiксовано вектори v1, . . . , vn евклiдового простору V , i (·, ·) —
скалярний добуток. Матриця

G(v1, . . . , vn) =




(v1, v1) · · · (v1, vn)
...

...
...

(vn, v1) · · · (vn, vn)




називається матрицею Грама вiд векторiв v1, . . . , vn, а визначник Γ(v1,
. . . , vn) цiєї матрицi — визначником Грама вiд векторiв v1, . . . , vn. Якщо
вектори x, y мають у базисi v1, . . . , vn координати (x1, . . . , xn) та (y1,
. . . , yn) вiдповiдно, то значення скалярного добутку (x, y) дорiвнює

f(x, y) = (x1, . . . , xn) ·G(v1, . . . , vn) ·




y1

...
yn


 . (12)

У випадку, коли базис v1, . . . , vn є ортонормованим, матриця Грама,
очевидно, є одиничною матрицею, тому формула (12) набуде вигляду

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn. (13)

Для унiтарного простору формула вираження скалярного добутку
векторiв x та y через їх координати (x1, . . . , xn) i (y1, . . . , yn) вiдповiдно
у деякому ортонормованому базисi має вигляд

(x, y) = x1y1 + · · ·+ xnyn. (14)

Нехай v1, . . . , vn — лiнiйно незалежна система векторiв. Покладемо
e1 = v1, e2 = v2− (v2,e1)

(e1,e1)
e1, i.т.д. Якщо для 2 ≤ k ≤ n вектори e1, . . . ek−1

вже знайдено, визначаємо

ek = vk − (vk, e1)
(e1, e1)

e1 − · · · − (vk, ek−1)
(ek−1, ek−1)

ek−1. (15)

Тодi вектори e1, . . . , en попарно ортогональнi i їх лiнiйна оболонка збi-
гається iз лiнiйною оболонкою початкових векторiв v1, . . . , vn. Процес
переходу вiд системи векторiв v1, . . . , vn до системи векторiв e1, . . . , en
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називається процесом ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта. Вiдзначимо, що
пiсля застосування до v1, . . . , vn процесу ортогоналiзацiї ми отримаємо
вектори, e1, . . . , en, причому 〈v1, . . . , vn〉 = 〈e1, . . . , en〉 i серед векторiв
e1, . . . , en є рiвно r ненульових, де r = rank{v1, . . . , vn}.

Нехай L — пiдпростiр евклiдового простору E i v ∈ E. Ортогональ-
ною проекцiєю вектора v на пiдпростiр L називається такий вектор
prL(v), що prL(v) ∈ L i (v − prL(v)) ⊥ L, тобто (v − prL(v), x) = 0 для
всiх x ∈ L. Вектор v − prL(v) називається ортогональною складовою
вектора v вiдносно L i позначається ortL(v). Для довiльних вектора v i
пiдпростору L ортогональна проекцiя prL(v) iснує i визначена однозна-
чно за v i L. Вiдстанню вiд v до L називається норма вектора ortL(v),
кутом мiж v та L — кут мiж векторами v i prL(v).

Алгоритм розв’язування задач на знаходження ортогональ-
ної проекцiї вектора v на пiдпростiр L.

Перший спосiб. Спочатку знаходимо ортогональний базис L за
допомогою метода ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта. На другому етапi ви-
користовуємо формулу

prL(v) =
k∑

i=1

(v, ei)
(ei, ei)

ei, (16)

де e1, . . . , ek — ортогональний базис L.
Другий спосiб. Цей спосiб грунтується на наступному спостере-

женнi. Якщо u = prL(v), де L = 〈v1, . . . , vn〉, то (u, vi) = (v, vi), 1 ≤ i ≤ n.
Навпаки, якщо вектор u ∈ L є таким, що (u, vi) = (v, vi), 1 ≤ i ≤ n, то
тодi вектор v−u є ортогональним до v1, . . . , vn, а отже є ортогональним
до L. Тому за визначенням u = prL(v).

Будемо шукати prL(v) у виглядi

prL(v) = α1v1 + · · ·+ αnvn, (17)

де коефiцiєнти α1, . . . , αn пiдлягають визначенню.
Домножимо скалярно рiвнiсть (17) на кожен iз векторiв v1, . . . , vn.

Отримаємо систему iз лiнiйних n рiвнянь

(v, vi) = α1(v1, vi) + · · ·+ αn(vn, vi),

1 ≤ i ≤ n. Розв’язавши цю систему рiвнянь, знаходимо α1, . . . , αn, пiсля
чого за формулою (17) знаходимо prL(v).

У прикладах i задачах цього роздiлу, в яких вектори у евклiдовому
просторi V задано своїми коодинатами в деякому базисi i нiчого про цей
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базис не сказано, ми вважатимемо, що цей базис є ортонормованим,
зокрема скалярний добуток векторiв обчислюється за формулою (13).

Приклади розв’язування задач
Приклад 18. Перевiрити, що вектори u = ( 2

3 , 1
3 , 2

3 ), u = ( 1
3 , 2

3 ,− 2
3 )

ортогональнi, кожен iз них нормований, та доповнити систему ве-
кторiв {u, v} до ортонормованого базису.

Справдi, (u, v) = 2
3 · 1

3 + 1
3 · 2

3 + 2
3 ·

(− 2
3

)
за формулою (13), крiм

цього |u| =
√(

2
3

)2 +
(

1
3

)2 +
(

2
3

)2 = 1, |v| =
√(

1
3

)2 +
(

2
3

)2 +
(− 2

3

)2 = 1.
Ортогональним доповненням до пiдпростору, натягнутого на u i v, є
простiр розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь

{
2
3x1 + 1

3x2 + 2
3x3 = 0

1
3x1 + 2

3x2 − 2
3x3 = 0.

ФСР складається iз одного вектора (−2, 2, 1). Лишається цей вектор
нормувати: отримаємо вектор 1

3 (−2, 2, 1).

Приклад 19. Використовуючи метод ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта,
ортогоналiзувати систему векторiв {v1, v2, v3}, де v1 = (1, 2, 2,−1),
v2 = (1, 1,−5, 3), v3 = (3, 2, 8,−7).

Послiдовно будуємо новi вектори e1, e2, e3: e1 = v1 = (1, 2, 2,−1), далi

e2 = v2 − (v2, e1)
(e1, e1)

e1 =

(1, 1,−5, 3)− 1 · 1 + 1 · 2 + (−5) · 2 + 3 · (−1)
12 + 22 + 22 + (−1)2

(1, 2, 2,−1) =

(1, 1,−5, 3) + (1, 2, 2,−1) = (2, 3,−3, 2);

e3 = v3 − (v3, e1)
(e1, e1)

e1 − (v3, e2)
(e2, e2)

e2 =

(3, 2, 8,−7)− 3 · 1 + 2 · 2 + 8 · 2 + (−7) · (−1)
12 + 22 + 22 + (−1)2

(1, 2, 2,−1)−
3 · 2 + 2 · 3 + 8 · (−3) + (−7) · 2

22 + 32 + (−3)2 + 22
(2, 3,−3, 2) =

(3, 2, 8,−7)− 3(1, 2, 2,−1) + (2, 3,−3, 2) = (2,−1,−1,−2).
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Приклад 20. Довести, що будь-яку ортонормовану систему векторiв
евклiдового простору можна доповнити до ортонормованого базису.

Нехай e1, . . . , ek — ортонормована система векторiв. Оскiльки до-
вiльна ортогональна система векторiв є лiнiйно незалежною, до зада-
на система векторiв лiнiйно незалежна. Дововнимо її довiльним чином
до базису усього простору e1, . . . , ek, ak+1, . . . , an. Тепер застосуємо до
цього базису процес ортогоналiзацiї, пiсля чого виконаємо нормування
усiх отриманих векторiв. Отримаємо ортонормовану систему векторiв
e1, . . . , en, яка, так само, як i e1, . . . , ek, ak+1, . . . , an, породжує весь про-
стiр. Отже, e1, . . . , en є ортонормованим базисом.

Приклад 21. Нехай E — евклiдовий простiр, i L — пiдпростiр E.
Довести, що E = L⊕ L⊥.

Вiзьмемо довiльний ортогональний базис a1, . . . , ak пiдпростору L, i
доповнимо його до ортогонального базису a1, . . . , an простору E (це мо-
жна зробити, див. попереднiй приклад). Позаяк ak+1 ⊥ L, . . . , an ⊥ L,
то 〈ak+1, . . . , an〉 ⊂ L⊥. Нехай тепер x =

∑n
i=1 xiai ∈ L⊥. Оскiльки

базис a1, . . . , an — ортогональний, то (x, aj) = xi(aj , aj), 1 ≤ j ≤ n.
Звiдси, враховуючи, що x ∈ L⊥, випливає, що x1 = · · · = xk = 0. Тому
x ∈ 〈ak+1, . . . , an〉. Таким чином, L⊥ = 〈ak+1, . . . , an〉. Звiдси маємо, що
E = L⊕L⊥. Бiльше того, ми довели, що вектори, якi доповнюють орто-
гональний базис L до ортогонального базису E, складають (звичайно,
ортогональний) базис L⊥.

Приклад 22. Довести, що для довiльного пiдпростору L евклiдового
простору E виконується рiвнiсть (L⊥)⊥ = L.

За визначенням, L⊥ = {y ∈ E | y ⊥ x для всiх x ∈ L}. Тому
x ⊥ y для довiльних x ∈ L i y ∈ L⊥. Знов-таки, за визначенням,
(L⊥)⊥ = {z ∈ E | z ⊥ y для всiх y ∈ L⊥}. Отже, якщо x ∈ L, то
x ∈ (L⊥)⊥. Це тягне включення L ⊂ (L⊥)⊥. Для встановлення зворотно-
го включення розглянемо довiльний вектор x ∈ (L⊥)⊥. За попереднiм
прикладом iснують єдинi y ∈ L i z ∈ L⊥, такi, що x = y +z. Помножимо
останню рiвнiсть скалярно на z: (x, z) = (y, z) + (z, z). Звiдси, врахо-
вуючи, що (x, z) = (y, z) = 0, отримуємо, що (z, z) = 0. Тому z = 0,
звiдки x = y ∈ L. Отже, (L⊥)⊥ ⊂ L. Таким чином, виконується рiвнiсть
(L⊥)⊥ = L.

Приклад 23. Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до пiд-
простору L, натягнутого на вектори a1 = (1, 0, 2, 1), a2 = (2, 1, 2, 3),
a3 = (0, 1,−2, 1).
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Для того, щоб вектор x належав до L⊥ необхiдно i достатньо, щоб
x був ортогональним до всiх векторiв деякої системи твiрних L. Тому
x ∈ L⊥ ⇐⇒ (x, a1) = (x, a2) = 0. Нехай x = (x1, x2, x3, x4) ∈ L⊥.
Перепишемо останнi рiвностi, виразивши скалярний добуток через ко-

ординати векторiв за формулою (13):
{

x1 + 2x3 + x4 = 0,
2x1 + x2 + 2x3 + 3x4 = 0.

От-

же, L⊥ збiгається iз простором розв’язкiв отриманої однорiдної системи
рiвнянь, а базис L⊥ — це ФСР цiєї системи. Знайдемо ФСР, виконавши
спочатку перетворення над матрицею системи:




1 0 2 1
2 1 2 3
0 1 −2 1


 ∼




1 0 2 1
0 1 −2 1
0 1 −2 1


 ∼

(
1 0 2 1
0 1 −2 1

)
.

ФСР мiстить два вектори: b1 = (−2, 2, 1, 0) i b2 = (−1,−1, 0, 1). Цi ве-
ктори i складають базис L⊥.

Приклад 24. Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до пiдпро-

стору L, заданого системою лiнiйних рiвнянь
{

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 0,
3x1 + 2x2 − 2x4 = 0.

Перший спосiб. Дану задачу можна легко звести до попередньої:
знайшовши ФСР заданої системи рiвнянь, ми отримаємо базис L, i за-
дача полягатиме у знаходженнi базису L⊥ при вiдомому базисi L. Як
це зробити сказано у розв’язаннi попереднього прикладу.

Другий спосiб. Розглянемо вектори a1 = (2, 1, 3,−1), a2 = (3, 2,
0,−2), утворенi коефiцiєнтами рiвнянь заданої системи лiнiйних рiв-
нянь. Вектор x є розв’язком даної системи рiвнянь тодi й лише тодi,
коли (x, a1) = (x, a2) = 0. Тому x ∈ L ⇐⇒ (x, a1) = (x, a2) = 0.
Але двi останнi рiвностi еквiвалентнi тому, що x ⊥ 〈a1, a2〉. Таким чи-
ном, x ∈ L ⇐⇒ x ⊥ 〈a1, a2〉. Звiдси за визначенням ортогонального
доповнення отримуємо, що L = (〈a1, a2〉)⊥. Звiдси випливає (див. при-
клад 22), що L⊥ = 〈a1, a2〉. Оскiльки вектори a1, a2 лiнiйно незалежнi,
то a1, a2 утворюють базис L⊥.

Приклад 25. Довести, що задання пiдпростору L простору Rn та
його ортогонального доповнення L⊥ пов’язанi в наступний спосiб: кое-
фiцiєнти лiнiйно незалежної системи лiнiйних рiвнянь, що задає один
iз цих пiдпросторiв, є координатами векторiв базису iншого пiдпро-
стору.
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Оскiльки (L⊥)⊥ = L (приклад 22), то достатньо довести, що кое-
фiцiєнти лiнiйно незалежної системи, що задає L, є координатами ве-
кторiв базису L⊥. Нехай a1 = (a11, . . . , a1n), . . . , ak = (ak1, . . . , akn)
— вектори iз коефiцiєнтiв рiвнянь системи рiвнянь, що задає L. Тодi
x ∈ L ⇐⇒ (x, a1) = · · · = (x, ak) = 0. Остання система рiвностей
еквiвалентна тому, що x ⊥ 〈a1, . . . , ak〉. Звiдси за визначенням ортого-
нального доповнення отримуємо, що L = (〈a1, . . . , ak〉)⊥. Звiдси iз ура-
хуванням прикладу 22 отримуємо, що L⊥ = 〈a1, . . . , ak〉. Оскiльки до
того ж a1, . . . , ak — лiнiйно незалежнi за умовою, то вони складають
базис L⊥.

Приклад 26. Знайти отогональну проекцiю вектора v = (−10,−8, 17, 2)
на пiдпростiр L, заданий системою лiнiйних рiвнянь

{
x1 − x2 + x4 = 0,
2x1 − 5x2 + x3 = 0,

Також знайти ортогональну складову i вiдстань вiд v до L.

Знайдемо спочатку базис L — ФСР даної системи рiвнянь: це ве-
ктори u1 = (1, 1, 3, 0) i u2 = (−5,−2, 0, 3). Ортогоналiзуючи отриманi
вектори методом Грама-Шмiдта, отримаємо вектори v1 = (1, 1, 3, 0) i
v′2 = (− 48

11 ,− 15
11 , 21

11 , 3). Покладемо v2 = 11
3 v′2 = (−16,−5, 7, 1). Оскiльки

v1, v2 утворюють ортогональний базис L, то за формулою (16) знаходи-
мо

prL(v) =
(v, v1)
(v1, v1)

v1 +
(v, v2)
(v2, v2)

v2 =
33
11

v1 +
331
331

v2 =

(3, 3, 9, 0) + (−16,−5, 7, 1) = (−13,−2, 16, 1).

Далi, ortL(v) = v−prL(v) = (−10,−8, 17, 2)−(−13,−2, 16, 1) = (3,−6, 1, 1).
Вiдстань вiд v до L дорiвнює |ortL(v)| = √

47.

Приклад 27. Довести, що визначник Грама Γ(a1, . . . , ak) не змiню-
ється, якщо до векторiв a1, . . . , ak застосувати процес ортогоналiза-
цiї. Зокрема, якщо пiсля завершення процесу ортогоналiзацiї вектори
a1, . . . , ak перейдуть у вектори b1, . . . , bk, то

Γ(a1, . . . , ak) = Γ(b1, . . . , bk) = (b1, b1) · · · (bk, bk).

Очевидно, на першому етапi процесу ортогоналiзацiї визначник Гра-
ма не змiниться, бо b1 = a1. Припустимо, що 1 ≤ t ≤ k − 1 i

Γ(a1, . . . , ak) = Γ(b1, . . . , bt, at+1, . . . , ak),
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де вектори b1, . . . , bt попарно ортогональнi. За формулою (15) знаходи-
мо, що вектор

bt+1 = at+1 − λ1b1 − · · · − λtbt,

де λi = (at+1,bi)
(bi,bi)

, 1 ≤ i ≤ t, є ортогональним до кожного з b1, . . . , bt.
Додамо до (t + 1)-го стовпчика визначника Γ(b1, . . . , bt, at+1, . . . , ak)

перший стовпчик, помножений на λ1, i.т.д., t-ий стовпчик, помноже-
ний на λt. Пiсля цього здiйснимо аналогiчнi перетворення над ряд-
ками отриманого визначника. Iз лiнiйностi скалярного добутку за ко-
жним з аргументiв випливає, що в результатi отримаємо визначник
Γ(b1, . . . , bt, bt+1, at+2 . . . , ak). Оскiльки виконанi елементарнi перетворе-
ння не змiнюють значення визначника, то

Γ(b1, . . . , bt, bt+1, at+2 . . . , ak) = Γ(b1, . . . , bt, at+1, . . . , ak).

Це завершує доведення.

Приклад 28. Довести, що матриця Грама G довiльної лiнiйно неза-
лежної системи векторiв a1, . . . , ak подається у виглядi G = CtC для
деякої невиродженої матрицi C.

Оскiльки скалярний добуток за означенням є додатно визначеною
симетричною бiлiнiйною функцiєю, то нормальний вигляд (як бiлiнiй-
ної форми) заданого скалярного добутку має одиничну матрицю E. Не-
хай D — матриця змiни координат, яка приводить заданий скалярний
добуток до нормального вигляду, i C = D−1. Тодi за формулою (4)
G = (C−1)tEC−1 = DtD.

Приклад 29. Нехай a1, . . . , ak — вектори евклiдового простору, L —
деякий k-вимiрний пiдпростiр, що мiстить a1, . . . , ak, i e1, . . . , ek —
ортонормований базис L. Довести, що Γ(a1, . . . , ak) дорiвнює квадрату
визначника матрицi M , i-ий рядок якої є рядком координат вектора
ai у базисi e1, . . . , ek, 1 ≤ i ≤ k.

Нехай ai = αi1e1 + · · · + αikek, 1 ≤ i ≤ k. За формулою (13) для
довiльних 1 ≤ i, j ≤ k маємо:

(ai, aj) = αi1αj1 + · · ·+ αikαjk,

що дорiвнює добутку i-го рядка матрицi M на j-ий рядок тiєї ж ма-
трицi, тобто добутку i-го рядка матрицi M на j-ий стовпчик матрицi
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M t. Отже, матриця Грама векторiв a1, . . . , ak дорiвнює матрицi MM t,
звiдки

Γ(a1, . . . , ak) = det(MM t) = det(M)det(M t) = (det(M))2.

Приклад 30. Задано несумiсну систему лiнiйних рiвнянь




x1 + x2 − 3x3 = −1,
2x1 + x2 − 2x3 = 1,
x1 + x2 + x3 = 3,
x1 + 2x2 − 3x3 = 1.

Позначимо через a1, a2, a3 — стовпчики коефiцiєнтiв при змiнних x1,
x2, x3 вiдповiдно, i через b — стовпчик вiльних членiв. Несумiснiсть
даної системи еквiвалентна тому, що b 6∈ L, де L = 〈a1, a2, a3〉. Знайти
вектор b1 ∈ L, такий, що |b1−b| = minc∈L|c−b|, i розв’язати систему
лiнiйних рiвнянь (яка напевно є сумiсною), отриману iз початкової
замiною стовпчика вiльних членiв b на b1.

Спочатку покажемо, що iснує єдиний вектор b1 ∈ L, який задоволь-
няє умову |b1−b| = minc∈L|c−b|, i цей вектор збiгається iз prL(b). Нехай
c ∈ L. Тодi

b− c = (b− b1) + (b1 − c) = ortL(b) + (b1 − c). (18)

Оскiльки ortL(b) ⊥ b1 i ortL(b) ⊥ c, то ortL(b) ⊥ b1 − c, тому до (18)
можна застосувати теорему Пiфагора, згiдно якої |b− c|2 = |ortL(b)|2 +
|b1 − c|2, звiдки |b − c| ≥ |ortL(b)|, причому рiвнiсть досягається тодi й
лише тодi, коли b1 = c.

Отже, для того, щоб розв’язати задачу, треба знайти ортогональ-
ну проекцiю вектора b на пiдпростiр L (див. приклад 26), пiсля чого
розв’язати систему лiнiйних рiвнянь, отриману iз початкової замiною
b на знайдений вектор b1. Розв’язком отриманої системи буде набiр iз
координат вектора prL(b) у базисi a1, a2, a3 (вектори a1, a2, a3, у чому
легко пересвiдчитись, є лiнiйно незалежними) простору L.

Скористаємося другим алгоритмом знаходження ортогональної про-
екцiї вектора на пiдпростiр (див. початок цього роздiлу). Домноживши
рiвнiсть a1x1 + a2x2 + a3x3 = b1 скалярно на кожен iз векторiв a1, a2,
a3, отримаємо систему iз трьох рiвнянь:





(a1, a1)x1 + (a1, a2)x2 + (a1, a3)x3 = (a1, b1),
(a2, a1)x1 + (a2, a2)x2 + (a2, a3)x3 = (a2, b1),
(a3, a1)x1 + (a3, a2)x2 + (a3, a3)x3 = (a3, b1).
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Зауважимо, що (ai, b1) = (ai, b− ortL(b)) = (ai, b)− (ai, ortL(b)) = (ai, b),
i = 1, 2, 3. Обчислюємо (a1, b) = 5, (a2, b) = 5, (a3, b) = 1. Остання
система рiвнянь запишеться так:

G(a1, a2, a3) ·



x1

x2

x3


 =




5
5
1


 ,

де G(a1, a2, a3) — матриця Грама векторiв a1, a2, a3, звiдки, беручи до
уваги невиродженiсть G(a1, a2, a3), знаходимо




x1

x2

x3


 = (G(a1, a2, a3))−1




5
5
1


 =

1
112




61 −48 3
−48 80 16

3 16 13







5
5
1


 =

1
112




68
176
108


 =

1
28




17
44
27


 .

Приклад 31. n-вимiрний куб iз ребром a — це множина Kn(a) = {(x1,
. . . , xn) ∈ Rn | xi ≤ a, i = 1, . . . , n}. Вершинами Kn(a) назвемо вектори,
серед координат яких зустрiчаються лише 0 i a. Двi вершини назива-
ються протилежними, якщо для кожного i = 1, . . . n i-тi координати
цих вершин рiзнi. Дiагоналлю Kn(a) називається довiльний вектор ви-
гляду (a, c2, . . . , cn), де ci дорiвнює a або (−a) для i = 2, . . . , n. Знайти
кiлькiсть дiагоналей Kn(a), ортогональних до даної дiагоналi.

Нехай d = (a, c2, . . . , cn) — дiагональ Kn(a). Без обмеження загаль-
ностi можна вважати, що d = (a, a, . . . , a). Якщо d1 = (a, c′2, . . . , c

′
n) —

iнша дiагональ, то скалярний добуток (d, d1) є сумою n доданкiв, ко-
жен з яких дорiвнює (−a2) або a2. Для того, щоб (d, d1) = 0 необхi-
дно i достатньо, щоб кiлькостi вiд’ємних i додатних доданкiв збiгалися,
зокрема, необхiдно, шоб n було парним. Тобто, якщо n — непарне, то
жодна дiагональ не є ортогональною до даної. Припустимо тепер, що
n = 2k. Для того, щоб задати дiагональ d1, ортогональну до d, потрiбно
задати вектор, який має k координат (включаючи першу), рiвних a, i
k координат, рiвних (−a). Отже, спочатку обираємо (k − 1)-елементну
пiдмножину множини {2, . . . , n} — це номери координат вектора d1, на
яких, так само, як i на першiй координатi, стоять a. Такий вибiр можна
здiйснити

(
n−1
k−1

)
способами. Пiсля цього кожну з k координат вектора d1,

що не входять до обраної множини, заповнюємо числами (−a). Таким
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чином, в цьому випадку кiлькiсть дiагоналей, ортогональних до даної,
дорiвнює

(
n−1
k−1

)
.

Зауваження. Легко бачити, що дiагоналi знаходяться у бiєктивнiй
вiдповiдностi iз невпорядкованими парами протилежних вершин, що
цiлком узгоджується iз нашою iнтуiцiєю. Однак, якщо визначити ребра
аналогiчним чином як вектори v−u, де v, u сумiжнi вершини, причому
v−u i u−v задають одне i те саме ребро, ми отримаємо, що Kn(a) має n
ребер (зокрема, квадрат має 2, а не 4, ребра), якщо ж визначити ребро
як невпорядковану пару вершин, то ми отримаємо n2n−1 ребер. Рiч у
тiм, що перше означення не розрiзняє колiнеарнi ребра, що не узгоджу-
ється iз нашою iнтуiцiєю, прив’язаною скорiше до афiнного простору,
нiж до евклiдового.

Задачi
4.1 Довести, що для того, щоб додатно визначена функцiя f(x, y) на Rn

була скалярним добутком, достатньо вимагати лiнiйнiсть за одним
iз аргуметнiв i симетричнiсть.

4.2 Довести, що для того, щоб додатно визначена функцiя f(x, y) на Cn

була скалярним добутком, достатньо вимагати лiнiйнiсть за першим
аргументом (чи напiвлiнiйнiсть за другим аргументом) i симетри-
чнiсть.

4.3 Нехай L1, L2 — лiнiйнi пiдпростори евклiдового (чи унiтарного) про-
стору V , причому розмiрнiсть L1 менше, нiж розмiрнiсть L2. До-
вести, що iснує ненульовий вектор v ∈ L2, ортогональний до всiх
векторiв iз L1.

4.4 Перевiрити, що вектори наступних систем попарно ортогональнi та
доповнити їх до ортогональних базисiв:

а) (1,−2, 2,−3)t, (2,−3, 2, 4)t;

б) (1, 1, 1,−2)t, (1, 2, 3,−3)t.

4.5 Знайти вектори, що доповнюють систему векторiв
(

1
2 , 1

2 , 1
2 , 1

2

)
,(

1
2 , 1

2 ,− 1
2 ,− 1

2

)
до ортонормованого базису.

4.6 Нехай L1, L2 — пiдпростори евклiдового простору Rn. Довести, що

а) (L1 + L2)⊥ = L⊥1 ∩ L⊥2 ;
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б) (L1 ∩ L2)⊥ = L⊥1 + L⊥2 ;

в) (Rn)⊥ = 0; 0⊥ = Rn.

4.7 Знайти базис ортогонального доповнення L⊥ до пiдпростору L, на-
тягнутого на вектори

а) a1 = (3,−1, 2, 4), a2 = (1, 0, 2, 1);

б) a1 = (1, 1,−2,−3), a2 = (0, 1, 1, 1), a3 = (1, 2, 1, 4).

4.8 Для пiдпростору, заданого кожною iз наступних систем рiвнянь зна-
йти базис ортогонального доповнення i систему рiвнянь, що задають
ортогональне доповнення:

а)
{

2x1 + 2x2 + x3 + x4 = 0,
2x1 + 4x2 + 2x3 + 4x4 = 0;

б)
{

x1 + 2x2 + x3 − x4 = 0,
x1 + 3x2 + x3 − 3x4 = 0.

4.9 Використовуючи метод ортогоналiзацiї Грама-Шмiдта, ортогоналi-
зувати систему векторiв {v1, v2, v3}, якщо

а) v1 = (3, 1, 4,−1), v2 = (2, 5, 3,−4), v3 = (−4, 4,−7, 18);

б) v1 = (1, 1,−1,−2), v2 = (5, 8,−2,−3), v3 = (3, 9, 3, 8).

4.10 Нехай x та L — вiдповiдно вектор i пiдпростiр у евклiдовому про-
сторi. Довести, що

а) ortL(x) = x тодi й лише тодi, коли x ∈ L;

б) ortL(x) = 0 тодi й лише тодi, коли x ⊥ L.

4.11 Нехай процес ортогоналiзацiї переводить вектори a1, . . . , ak у векто-
ри b1, . . . , bk. Довести, що

а) bt = ortLt−1(at), де Lt−1 = 〈a1, . . . , at−1〉, 2 ≤ t ≤ k;

б) 0 ≤ |bt| ≤ |at|, 1 ≤ t ≤ k;

в) bt = 0 тодi й лише тодi, коли t = 1 i a1 = 0 або t > 1 i at ∈
〈a1, . . . , at−1〉;
г) |bt| = |at| тодi й лише тодi, коли t = 1 або t > 1 i at ⊥ Lt−1.

4.12 Знайти отогональну проекцiю вектора x на пiдпростiр L, ортого-
нальну складову, вiдстань вiд x до L i кут мiж x та L, якщо

а) x = (4,−1,−3, 4), L = 〈(1, 1, 1, 1), (1, 2, 2,−1), (1, 0, 0, 3)〉;
40



б) x = (7,−4,−1, 2), L задано системою рiвнянь



2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0,
3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0,
x1 + 2x2 + 2x3 − 4x4 = 0.

4.13 Нехай v1, . . . vn — базис пiдпростору L евклiдового простору E, i
x ∈ E. Довести, що рiвнiсть prL(x) =

∑k
i=1

(x,vi)
(vi,vi)

vi виконується
тодi й лише тодi, коли або x ⊥ L, або ж v1, . . . , vn — ортогональний
базис L.

4.14 Нехай {e1, . . . , ek} — ортонормована система векторiв евклiдового
простору Rn. Довести, що

а) для довiльного вектора x ∈ Rn виконується нерiвнiсть (нерiв-
нiсть Бесселя)

k∑

i=1

(x, ei)2 ≤ |x|2; (19)

б) нерiвнiсть (19) перетворюється на рiвнiсть (рiвнiсть Парсеваля)
для довiльного x ∈ Rn тодi й лише тодi, коли k = n, тобто коли
e1, . . . , ek є ортонормованим базисом Rn.

4.15 Довести, що для лiнiйної залежностi векторiв a1, . . . , ak евклiдового
простору необхiдно i достатньо, щоб Γ(a1, . . . , ak) = 0.

4.16 Довести, що Γ(a1, . . . , ak) > 0, якщо вектори a1, . . . , ak лiнiйно неза-
лежнi.

4.17 Довести, що квадрат вiдстанi вiд вектора x евклiдового простору до
пiдпростору iз базисом e1, . . . , ek дорiвнює

Γ(e1, . . . , ek, x)
Γ(e1, . . . , ek)

.

4.18 Визначимо об’єм V (v1, . . . , vn) n-вимiрного паралелепiпеда, натя-
гнутого на лiнiйно незалежнi вектори v1, . . . , vn iндуктивно в на-
ступний спосiб. Для n = 1 покладемо V (v1) = |v1|. Нехай n > 1.
Покладемо V (v1, . . . , vn) = V (v1, . . . , vn−1) · d(vn, 〈v1, . . . , vn−1〉), де
d(vn, 〈v1, . . . , vn−1〉) — вiдстань вiд vn до 〈v1, . . . , vn−1〉. Довести, що

V (v1, . . . , vn) =
√

Γ(v1, . . . , vn) = |D|,
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де D — визначник iз координат даних векторiв в деякому ортонор-
мованому базисi n-вимiрного простору 〈v1 . . . vn〉.

4.19 Задано несумiсну систему лiнiйних рiвнянь




2x1 − 5x2 + 3x3 + x4 = 5,
3x1 − 7x2 + 3x3 − x− 4 = 1,
5x1 − 9x2 + 6x3 + 2x4 = 3,
4x1 − 6x2 + 3x3 + x4 = 8.

Позначимо через a1, a2, a3 — стовпчики коефiцiєнтiв при змiнних
x1, x2, x3 вiдповiдно i через b — стовпчик вiльних членiв. Несумi-
снiсть даної системи еквiвалентна тому, що b 6∈ L, де L = 〈a1, a2, a3〉.
Знайти вектор b1 ∈ L, такий, що |b1 − b| = minc∈L|c− b|, i розв’яза-
ти систему лiнiйних рiвнянь (яка напевно є сумiсною), отриману iз
початкової замiною стовпчика вiльних членiв b на b1.

4.20 Знайти довжину дiагоналi n-вимiрного куба з ребром a i границю
цiєї довжини при n →∞.

4.21 Довести, що всi дiагоналi n-вимiрного куба утворюють один й той
самий кут з усiма його ребрами. Знайти цей кут та його границю
при n →∞. При якому n отримаємо кут 60◦?

4.22 Знайти радiус R(a) кулi, описаної навколо n-вимiрного куба з ре-
бром a. В залежностi вiд n розв’язати нерiвнiсть R(a) > a.

4.23 Довести, що ортогональна проекцiя довiльного ребра n-вимiрного
куба на довiльну дiагональ цього куба за абсолютною величиною
дорiвнює 1

n довжини дiагоналi.
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5 Спряжений оператор, ортогональнi та унi-
тарнi оператори.

Нехай E = (E, (·, ·)) — деякий евклiдовий чи унiтарний простiр i ϕ —
лiнiйний оператор у просторi E.

Означення 5. Лiнiйний оператор ϕ∗ у (евклiдовому чи унiтарному)
просторi E називається спряженим до ϕ якщо (ϕ(x), y) = (x, ϕ∗(y))
для довiльних x, y ∈ E.

Вiдомо, що для будь-якого ϕ спряжений оператор ϕ∗ iснує i єди-
ний. Нехай v1, . . . , vn — ортонормований базис простору E. Матрицi Aϕ

i Aϕ∗ операторiв ϕ i ϕ∗ у базисi v1, . . . , vn пов’язанi спiввiдношенням
Aϕ∗ = At

ϕ, або у випадку унiтарного простору Aϕ∗ = At
ϕ, де через M

позначається матриця, отримана iз комплексної матрицi M замiною ко-
жного елемента на комплексно спряжений.

Означення 6. Нехай E = (E, (·, ·)) — евклiдовий (унiтарний) простiр
Лiнiйний оператор ϕ, що дiє в просторi E, називається ортогональним
(унiтарним у випадку унiтарного простору), якщо для довiльних x, y ∈
E виконується рiвнiсть

(ϕ(x), ϕ(y)) = (x, y). (20)

Формула (20) означає, що ортогональнi (унiтарнi) оператори — це
в точностi тi оператори, якi зберiгають скалярний добуток. Безпосере-
дньо iз визначення випливає, що ортогональний (унiтарний) оператор
переводить ортонормований базис у ортонормований базис, зокрема, є
невиродженим. Справедливим є i зворотне твердження: якщо дiйсний
(комплексний) лiнiйний оператор переводить якийсь ортонормований
базис у ортонормований базис, то цей оператор є ортогональним (унi-
тарним). У наступнiй теоремi наводиться важлива характеризацiя ор-
тогональних (унiтарних) операторiв.

Теорема 7. Нехай ϕ — лiнiйний оператор у евклiдовому (унiтарному)
просторi E. Наступнi умови еквiвалентнi:

• ϕ є ортогональним (унiтарним);

• ϕ−1 = ϕ∗;

• ϕϕ∗, ϕ∗ϕ є тотожними операторами.
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Ортогональнi та унiтарнi оператори належать до бiльш широкого
класу операторiв — класу нормальних операторiв. Нормальним нази-
вається лiнiйний оператор у евклiдовому чи унiтарному просторi, для
якого виконується рiвнiсть ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ.

Для нормального оператора будь-якi два його власних вектори iз
рiзними власними числами є ортогональними. Однiєю iз основних вла-
стивостей нормальних операторiв в унiтарному просторi є iснування ор-
тонормованих власних базисiв.

Комплексна матриця M називається унiтарною, якщо M t = M−1.
Дiйсна матриця M називається ортогональною, якщо M t = M−1.

Теорема 8. Матриця ортогонального (унiтарного) оператора у до-
вiльному ортонормованому базисi є ортогональною (унiтарною). Нав-
паки, якщо матриця лiнiйного оператора в деякому ортогональному
базисi є ортогональною (унiтарною), то цей лiнiйний оператор є ор-
тогональним (унiтарним).

Наступнi двi теореми є теоремами про канонiчний вигляд унiтарних
та ортогональних операторiв та матриць.

Теорема 9. 1. Для довiльного унiтарного оператора ϕ унiтарно-
го простору E iснує ортонормований базис iз власних векторiв
оператора ϕ. У цьому базисi матриця ϕ має канонiчний вигляд,
тобто є дiагональною iз дiагональними елементами, за модулем
рiвними одиницi.

2. Для довiльної унiтарної матрицi A iснують унiтарна матриця
C та дiагональна матриця B iз дiагональними елементами, за
модулем рiвними одиницi, такi, що B = C−1AC.

Теорема 10. 1. Для довiльного орогонального оператора ϕ евклiдо-
вого простору E iснує ортонормований базис, в якому матриця
ϕ має канонiчний вигляд, тобто є прямою сумою клiтин розмiру

2 × 2 вигляду
(

cos γ sin γ
− sin γ cos γ

)
, γ 6= πk, k ∈ Z, i клiтин 1 × 1,

рiвних (1) або (−1).

2. Для довiльної ортогональної матрицi A iснують ортогональна
матриця C та матриця B, що має канонiчний вигляд (визначе-
ний у попередньому пунктi), такi, що B = C−1AC.
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Алгоритм зведення унiтарної матрицi до канонiчного вигля-
ду. Задано комплексну унiтарну матрицю A. Знайти дiагональну матри-
цю B iз дiагональними елементами, рiвними за модулем 1, i унiтарну
матрицю C — матрицю переходу — такi, що B = C−1AC.

1. Знаходимо власнi числа матрицi A, розв’язавши рiвняння χA(x) =
0, де χA(x) — характеристичний многочлен матрицi A. Нехай λ1,
. . . , λt — власнi числа A кратностей вiдповiдно k1, . . . , kt, де k1 +
· · · + kt = n, де n — порядок матрицi A (власнi числа виписує-
мо у довiльному порядку). Вiдзначимо, що модуль кожного iз λi

повинен бути одиничним.

2. Матрицю B — канонiчний вигляд матрицi A — виписуємо таким
чином: B — дiагональна матриця порядку n, причому першi k1 дiа-
гональних елементiв дорiвнюють λ1, i.т.д., останнi kt дiагональних
елементiв дорiвнюють λt.

3. Знаходимо базис v1, . . . , vk1 власного пiдпростору Vλ1 , який вiдпо-
вiдає власному числу λ1. Для цього знаходимо ФСР однорiдної
системи лiнiйних рiвнянь iз матрицею A − λ1En, де En позначає
одиничну матрицю n × n. Вiдзначимо, що повинна виконуватись
рiвнiсть dim(Vλ1) = k1. Застосовуючи у разi потреби процес орто-
гоналiзацiї до векторiв v1, . . . , vk1 , знаходимо ортогональний базис
Vλ1 . Подiливши кожен вектор знайденого ортогонального базису
на його норму, отримаємо ортонормований базис e1

1, . . . e
1
k1

просто-
ру Vλ1 .

4. Для власних пiдпросторiв Vλ2 , . . . , Vλt так само, як у попередньому
пунктi для Vλ1 , знаходимо ортонормованi базиси e2

1, . . . e
2
k2
, . . . ,

et
1, . . . e

t
kt
.

5. Тепер виписуємо матрицю переходу C: це матриця n×n, стовпчи-
ками якої (злiва направо) є координати векторiв

e1
1, . . . e

1
k1

, e2
1, . . . e

2
k2

. . . , et
1, . . . e

t
kt

.

Алгоритм зведення ортогональної матрицi до канонiчного
вигляду. Задано дiйсну ортогональну матрицю A. Знайти матрицю B,
що має канонiчний вигляд (див. теорему 10), i ортогональну матрицю
C — матрицю переходу — такi, що B = C−1AC.
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1. Знаходимо всi комплекснi власнi числа матрицi A, розв’язавши
рiвняння χA(x) = 0, де χA(x) — характеристичний многочлен ма-
трицi A. Нехай λ1, . . . , λs — дiйснi власнi числа A (кожне iз них
повинно дорiвнювати 1 або −1) i k1, . . . , ks вiдповiдно їх кратностi.
Нехай, далi,

δj = cos γj + i sin γj , δ′j = cos γj − i sin γj , γj 6= πk, k ∈ Z,

1 ≤ j ≤ t, — недiйснi власнi числа, причому l1 — кратнiсть δ1 i δ′1,
. . . , lt — кратнiсть δt i δ′t.

2. Матрицю B — канонiчний вигляд матрицi A — виписуємо таким
чином: B — пряма сума клiтин: k1 клiтин (λ1), потiм k2 клiтин (λ2),

i.т.д., ks клiтин . . . , (λs); наступнi l1 клiтин
(

cos γ1 sin γ1

− sin γ1 cos γ1

)
,

i.т.д., останнi lt клiтин
(

cos γt sin γt

− sin γt cos γt

)
.

3. Для знаходження перших k1+· · ·+ks стовпчикiв матрицi переходу
(якi вiдповiдають дiйсним власним числам λ1, . . . , λs матрицi A)
використовуємо кроки 3 i 4 попереднього алгоритму.

4. Нехай u1
1 + iv1

1 , . . . , u1
l1

+ iv1
l1

— попарно ортогональнi лiнiйно не-
залежнi власнi вектори, що вiдповiдають δ1, i.т.д., ut

1 + ivt
1, . . . ,

ut
lt
+ivt

lt
— попарно ортогональнi лiнiйно незалежнi власнi вектори,

що вiдповiдають δlt . Продовжуємо виписувати стовпчики матрицi
переходу таким чином:

u1
1

|u1
1|

,
v1
1

|v1
1 |

, . . . ,
u1

l1

|u1
l1
| ,

v1
l1

|v1
l1
| ; . . . ;

ut
1

|ut
1|

,
vt
1

|vt
1|

, . . . ,
ut

lt

|ut
lt
| ,

vt
lt

|vt
lt
| .

Приклади розв’язування задач
Приклад 32. Нехай ϕ, ψ — лiнiйнi оператори, що дiють у евклiдовому
(чи унiтарному) просторi. Довести, що (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗.

Iз визначення спряженого оператора випливає такий ланцюг спiв-
вiдношень:

((ϕψ)(x), y) = (ϕ(ψ(x)), y) = (ψ(x), ϕ∗(y)) =
(x, ψ∗(ϕ∗(y))) = (x, (ψ∗ϕ∗)(y)).

Таким чином, (ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗.
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Приклад 33. Нехай e1, e2 — ортонормований базис простору R2 i лi-
нiйний оператор ϕ у базисi f1 = e1, f2 = e1 + e2 має матрицю Af =(

1 3
−1 −2

)
. Знайти матрицю спряженого оператора ϕ∗ у тому ж

базисi f1, f2.

Запишемо матрицю переходу вiд базису e1, e2 до базису f1, f2 : C =

Ce→f =
(

1 1
0 1

)
. Знаходимо одразу й обернену до неї матрицю C−1 =

(
1 −1
0 1

)
. Матриця C−1 — це матриця Cf→e переходу вiд f1, f2 до

e1, e2. Використовуючи формулу змiни матрицi лiнiйного оператора при
змiнi базису, знаходимо, що матриця Ae оператора ϕ у базисi e1, e2 до-
рiвнює

Ae = C−1
f→eAfCf→e =

(
1 1
0 1

)(
1 3

−1 −2

)(
1 −1
0 1

)
=

(
0 1

−1 −2

)
.

Тепер, для того, щоб знайти матрицю Be оперетора ϕ∗ у базисi e1, e2,

ми просто транспонуємо матрицю Ae: Be = At
e =

(
0 −1
1 −2

)
. Нарештi,

щоб знайти Bf , знову використовуємо формулу змiни матрицi лiнiйного
оператора при змiнi базису:

Bf = C−1
e→fBeCe→f =

(
1 −1
0 1

)(
0 −1
1 −2

)(
1 1
0 1

)
=

( −1 0
1 −1

)
.

Приклад 34. Нехай x1, . . . , xk; y1, . . . , yk — вектори евклiдового про-
стору. Довести, що для iснування ортогонального лiнiйного операто-
ра, такого, що ϕ(xi) = yi, 1 ≤ i ≤ k, необхiдно i достатньо, щоб
матрицi Грама G(x1, . . . , xk) i G(y1, . . . , yk) були рiвними.

Необхiднiсть твердження випливає безпосередньо iз визначення ор-
тогонального оператора i матрицi Грама. Для доведення достатностi
скористаємось iндукцiєю за кiлькiстю векторiв k. Якщо k = 1, то твер-
дження очевидне. Припустимо, що k ≥ 2 i G(x1, . . . , xk) = G(y1, . . . , yk).
Припустимо також, що iснує ортогональний оператор ϕ, для якого ϕ(xi) =
yi, 1 ≤ i ≤ k − 1. Побудуємо новий ортогональний оператор ψ, такий,
що ψ(xi) = ϕ(xi), 1 ≤ i ≤ k − 1 i ψ(xk) = yk.

Покладемо L = 〈x1, . . . , xk−1〉. Розглянемо вектор x′k = ortL(xk) =
xk − prL(xk) = xk −

∑k−1
i=1 αixi для деяких коефiцiєнтiв α1, . . . , αk−1.
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Покладемо також L′ = 〈y1, . . . , yk−1〉 i y′k = yk−
∑k−1

i=1 αiyi. Для 1 ≤ t ≤ k
маємо

(y′k, yt) = (yk, yt)−
k−1∑

i=1

αi(yi, yt) = (xk, xt)−
k−1∑

i=1

αi(xi, xt) = (x′k, xt),

звiдки y′k = ortL′(yk), prL′(yk) =
∑k−1

i=1 αiyi = ϕ(prL(xk)) i якщо x′k = 0,
то y′k = 0, тобто iз включення xk ∈ L випливає включення yk ∈ L′.
Аналогiчно можна показати, що yk ∈ L′ тягне xk ∈ L.

Розглянемо спочатку випадок, коли xk ∈ L, тобто xk =
∑k−1

i=1 αixi i
x′k = 0. Тодi

ϕ(xk) = ϕ

(
k−1∑

i=1

αixi

)
=

k−1∑

i=1

αiyi = yk − y′k = yk.

Отже, в цьому випадку достатньо покласти ψ = ϕ.
Нехай тепер xk 6∈ L. Тодi i yk 6∈ L′. Нехай β = |x′k| = |y′k|, x′′k = x′k

β ,

y′′k = y′k
β . Iз припущення iндукцiї i невиродженостi ортогональних опера-

торiв випливає, що dim(L) = dim(L′). Виберемо довiльний ортонормова-
ний базис a1, . . . , as пiдпростору L. Оскiльки ϕ — ортогональний опера-
тор, то вектори ϕ(a1), . . . , ϕ(as) складають ортонормований базис L′. За
побудовою, системи векторiв a1, . . . , as, x

′′
k i ϕ(a1), . . . , ϕ(as), y′′k є орто-

нормованими. Доповнивши кожну iз них довiльним чином до ортонор-
мованого базису простору (див. приклад 20), отримаємо два ортонор-
мованих базиси a1, . . . , as, x

′′
k , c1, . . . , cm i ϕ(a1), . . . , ϕ(as), y′′k , d1, . . . , dm.

Розглянемо лiнiйний оператор ψ, який переводить перший iз цих бази-
сiв у другий, причому ψ(ai) = ϕ(ai), 1 ≤ i ≤ s, i ψ(x′′k) = y′′k . Оскiльки
ψ переводить ортонормований базис у ортонормований базис, то цей
оператор є ортогональним. Крiм того, iз визначення ψ випливає, що
ψ(x) = ϕ(x) для кожного вектора x ∈ L, i

ψ(xk) = ψ(x′k + prL(xk)) = ψ(x′k) + ψ(prL(xk)) =
y′k + ϕ(prL(xk)) = y′k + prL′(yk) = yk.

Це завершує доведення.

Приклад 35. Звести до канонiчного вигляду унiтарну матрицю

A =
1√
3

(
1 + i 1
−1 1− i

)
.
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Знаходимо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) = det
(

1√
3

(
1 + i 1
−1 1− i

)
− 1√

3

(
λ
√

3 0
0 λ

√
3

))
=

1
3

det
(

1 + i− λ
√

3 1
−1 1− i− λ

√
3

)
=

1
3

(
(1− λ

√
3 + i)(1− λ

√
3− i) + 1

)
=

1
3

(
(1− λ

√
3)2 + 2

)
= λ2 − 2√

3
λ + 1.

Власними числами матрицi A є коренi χA(λ):

λ1 =
1√
3
(1 +

√
2i), λ2 =

1√
3
(1−

√
2i).

Канонiчна форма B матрицi A є дiагональною матрицею з λ1, λ2 на
дiагоналi:

B =
1√
3

(
1 +

√
2i 0

0 1−√2i

)
.

Для знаходження власного вектора, що вiдповiдає λ1, знаходимо
фундаментальну систему розв’язкiв (далi — ФСР) однорiдної системи
рiвнять iз матрицею

A− λ1E =
1√
3

(
i(1−√2) 1

−1 i(−1−√2)

)
∼

(
i(1−√2) 1

0 0

)
.

ФСР цiєї системи v1 = (1, i(
√

2− 1)). Одразу нормуємо вектор v1:

u1 =
v1

|v1| =
1√

4− 2
√

2
(1, i(

√
2− 1)).

Так само знаходимо власний вектор, що вiдповiдає λ2:

A− λ2E =
1√
3

(
i(1 +

√
2) 1

−1 i(−1 +
√

2)

)
∼

(
1 i(1−√2)
0 0

)
,
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звiдки v2 = (i(
√

2− 1), 1). Нормуємо вектор v2:

u2 =
v2

|v2| =
1√

4− 2
√

2
(i(
√

2− 1), 1).

Нарештi, виписуємо матрицю переходу C: ї ї стовпчиками є вектори
u1, u2.

C =
1√

4− 2
√

2

(
1 i(

√
2− 1)

i(
√

2− 1) 1

)
.

Приклад 36. Звести до канонiчного вигляду ортогональну матрицю

A =
1
2




1 1 −√2
1 1

√
2√

2 −√2 0


 .

Спочатку знайдемо характеристичний многочлен матрицi A:

χA(λ) = det(A− λE) =

∣∣∣∣∣∣

1− 2λ 1 −√2
1 1− 2λ

√
2√

2 −√2 −2λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1− 2λ 1 −√2
2− 2λ 2− 2λ 0√

2 −√2 −2λ

∣∣∣∣∣∣
= 2(1− λ)

∣∣∣∣∣∣

1− 2λ 1 −√2
1 1 0√
2 −√2 −2λ

∣∣∣∣∣∣
=

2(1− λ)

∣∣∣∣∣∣

−2λ 1 −√2
0 1 0

2
√

2 −√2 −2λ

∣∣∣∣∣∣
= 2(1− λ)

∣∣∣∣
−2λ −√2
2
√

2 −2λ

∣∣∣∣ =

2(1− λ)(4λ2 + 4) = 8(1− λ)(λ2 + 1).

Отже, матриця A має одне дiйсне власне число λ1 = 1 i два ком-
плексно спряжених власних числа λ2 = i, λ3 = −i. Згiдно алгоритму
зведення до канонiчного вигляду запишемо i = cos π

2 + i sin π
2 = 0 + 1 · i,

пiсля чого випишемо канонiчний вигляд матрицi A:

B =




1 0 0
0 0 1
0 −1 0


 .
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Знайдемо власний вектор, що вiдповiдає власному числу λ1 = 1. Для
цього знаходимо ФСР системи з матрицею A− E:

A− E =
1
2




−1 1 −√2
1 −1

√
2√

2 −√2 −2


 ∼

( −1 1 −√2
1 −1 −√2

)
∼

( −1 1 −√2
0 0 −2

√
2

)
.

ФСР— це один вектор v′1 = (1, 1, 0), нормуючи який отримаємо v1 =
1√
2
(1, 1, 0).
Тепер, згiдно алгоритму, знаходимо комплексний власний вектор

для одного (довiльного) iз пари комплексно спряжених власних чисел.
Ми вiзьмемо число λ2 = i. Для знаходження власного вектора нам знов
доведеться шукати ФСР системи рiвнянь, цього разу iз матрицею A−iE:

A− iE =
1
2




1− 2i 1 −√2
1 1− 2i

√
2√

2 −√2 −2i


 ∼




1− 2i 1 −√2
2− 2i 2− 2i 0√

2 −√2 −2i


 ∼




1− 2i 1 −√2
1 1 0
1 −1 −√2i


 ∼




0 2i −√2
1 1 0
0 −2 −√2i


 ∼




0 2i −√2
1 1 0
0 2i −√2


 ∼

(
1 1 0
0 1 i√

2

)
∼

(
1 0 − i√

2

0 1 i√
2

)
.

Фундаментальна система розв’язкiв — це вектор

u =
(

i√
2
,− i√

2
, 1

)
= v2 + iv3,

де v′2 = (0, 0, 1), v′3 =
(

1√
2
,− 1√

2
, 0

)
. Згiдно алгоритму, другий i третiй

стовпчики матрицi переходу — це вектори v2 i v3, отриманi нормуванням
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векторiв v′2 i v′3 вiдповiдно. Отже, матриця переходу C є такою:

C =
1√
2




1 0 1
1 0 −1
0

√
2 0


 .

Задачi
5.1 Нехай ϕ, ψ — лiнiйнi оператори, що дiють у евклiдовому (чи унiтар-

ному) просторi. Довести, що

а) ((ϕ)∗)∗ = ϕ; б) (ϕ + ψ)∗ = ϕ∗ + ψ∗; в) (αϕ)∗ = αϕ∗;

г) якщо ϕ — невироджений, то (ϕ−1)∗ = (ϕ∗)−1.

5.2 Нехай xOy — прямокутна система координат на площинi i ϕ — про-
ектування площини на вiсь Ox паралельно до бiсектриси першої i
червертої чвертi. Знайти спряжений оператор ϕ∗.

5.3 Нехай E = L1⊕ L2 — Розклад евклiдового простору на пряму суму
двох пiдпросторiв i ϕ — оператор проектування E на L1 паралельно
до L2. Знайти спряжений оператор ϕ∗.

5.4 Нехай e1, e2 — ортонормований базис простору R2 i лiнiйний опера-
тор ϕ у базисi f1, f2 має матрицю Af . Знайти матрицю Bf спряже-
ного оператора ϕ∗ у тому ж базисi f1, f2, якщо

а) f1 = e1 − e2, f2 = 2e2, Af =
(

1 2
1 −1

)
.

б) f1 = e1 + 2e2, f2 = e2, Af =
(

2 1
−1 −4

)
.

5.5 Знайти матрицю оператора ϕ∗, спряженого до ϕ, у ортонормовано-
му базисi e1, e2, e3, якщо ϕ переводить вектори a1, a2, a3 у вектори
b1, b2, b3 вiдповiдно у кожному з наступних випадкiв:

а) a1 = e3, a2 = e2 + e3, a3 = e1 + e2 + e3, b1 = e1 + 2e2 + e3,
b2 = 3e1 + e2 + 2e3, b3 = 7e1 − e2 + 4e3;

б) a1 = e1−e3, a2 = e2, a3 = e1−e2+2e3, b1 = e1+e2+e3, b2 = e1−2e3,
b3 = e1 − 5e2 − 4e3.
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5.6 Нехай у деякому базисi e1, e2, e3 скалярний добуток задано бiлiнiй-
ною формою f = 2x1y1 + 3x2y2 + x3y3 + 2x1y2 + 2x2y1 + x1y3 +
x3y1 + 3x2y3 + 3x3y2, а лiнiйний оператор ϕ — матрицею Ae =


2 1 1
−1 −3 1

1 2 −1


 . Знайти матрицю Be спряженого оператора ϕ∗

у тому ж базисi.

5.7 Нехай у деякому базисi e1, e2, e3 евклiдового простору скалярний
добуток задано бiлiнiйною формою f = x1y1+5x2y2+6x3y3+2x1y3+
2x3y1 + 3x2y3 + 3x3y2, а лiнiйний оператор ϕ — матрицею Ae =


0 1 −2
2 0 −1
3 −2 0


 . Знайти матрицю Be спряженого оператора ϕ∗ у

тому ж базисi.

5.8 Нехай G — матриця Грама деякого базису, i A — матриця лiнiйного
оператора ϕ. Знайти матрицю B спряженого оператора у тому ж
базисi, якщо

а) G =




3 1 −2
1 1 −1

−2 −1 2


 , A =




1 1 0
2 0 3
1 2 0


 .

б) G =




2 −1 0
−1 2 −1

0 −1 1


 , A =




1 2 −3
2 0 1
3 2 −1


 .

5.9 Довести, що дiйсна матриця A порядку n є ортогональною тодi й
лише тодi коли її рядки (чи стовпчики) попарно ортогональнi i нор-
мованi.

5.10 Довести, що множина O(E) всiх ортогональних операторiв на евклi-
довому просторi E є групою вiдносно операцiї взяття суперпозицiї
лiнiйних операторiв. Довести аналогiчне твердження для множини
U(E) всiх унiтарних операторiв на унiтарному просторi E.

5.11 Довести, що якщо лiнiйний оператор ϕ в евклiдовому (чи унiтар-
ному) просторi зберiгає довжини всiх векторiв, то цей оператор є
ортогональним (унiтарним).

5.12 Нехай в евклiдовому (чи унiтарному) просторi задане перетворен-
ня ϕ (не обов’язково лiнiйне), яке зберiгає скалярнi добутки, тобто
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(ϕ(x), ϕ(y)) = (x, y) для довiльних векторiв x i y простору. Дове-
сти, що ϕ є лiнiйним. Навести приклад, який показує, що для того,
щоб ϕ було лiнiйним, не достатньо вимагати, щоб ϕ зберiгало лише
довжини векторiв.

5.13 Нехай скалярний добуток векторiв евклiдового простору E заданий
матрицею Грама G у деякому базисi, i ϕ — лiнiйний оператор, зада-
ний у тому ж базисi матрицею A. Довести, що ϕ є ортогональним,
тодi й лише тодi, коли ϕ невироджений i GA−1 = AG.

5.14 Звести до канонiчного вигляду задану унiтарну матрицю:

а)
1√
5

(
2 −1
1 2

)
; б)

1√
2

(
1 1

−1 1

)
;

в)
1
9




4 + 3i 4i −6− 2i
−4i 4− 3i −2− 6i

6 + 2i −2− 6i 1


.

5.15 Звести до канонiчного вигляду задану ортогональну матрицю:

а)
1√
5

(
2 −1
1 2

)
; б)

1√
2

(
1 1

−1 1

)
;

в)
1
3




2 −1 2
2 2 −1

−1 2 2


; г)

1
2




1 1 1 1
1 1 −1 −1

−1 1 −1 1
−1 1 1 −1


.
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6 Самоспряженi оператори
Означення 7. Лiнiйний оператор ϕ у евклiдовому чи унiтарному про-
сторi E називається самоспряженим, якщо виконується умова ϕ =
ϕ∗.

У випадку евклiдового простору самоспряженi оператори часто на-
зивають симетричними.

Разом iз ортогональними (унiтарними) операторами, самоспряженi
оператори є важливими прикладами нормальних операторiв. Зокрема,
iз нормальностi самоспряжених операторiв i вiдповiдного твердження
для нормальних операторiв випливає, що власнi вектори самоспряже-
ного оператора, що вiдповiдають рiзним власним числам, є ортогональ-
ними. Ще однiєю важливою властивiстю самоспряжених операторiв є
те, що всi їх власнi числа є дiйсними.

Для формулювання наступної теореми буде потрiбне визначення ер-
мiтово-симетричої матрицi. Комплексна матриця A називається ермi-
тово-симетричною (або просто ермiтовою), якщо At = A.

Теорема 11. Нехай ϕ — самоспряжений оператор в евклiдовому (унi-
тарному) просторi. Тодi матриця ϕ у довiльному ортонормованому
базисi є симетричною (ермiтово-симетричною). Навпаки, нехай ϕ —
лiнiйний оператор в евклiдовому (унiтарному) просторi. Якщо ма-
триця оператора ϕ в деякому ортонормованому базисi є симетричною
(ермiтово-симетричною), то ϕ є самоспряженим.

Наступна теорема є теоремою про канонiчний вигляд самоспряже-
них операторiв та симетричних матриць (ми наведемо формулювання
теореми лише евклiдового простору, для випадку унiтарного простору
справедливе аналогiчне твердження, ми його не наводимо, оскiльки у
цьому роздiлi розглядаються задачi на зведення до канонiчного вигляду
лише симетричних матриць).

Теорема 12. 1. Для довiльного самоспряженого оператора ϕ в ев-
клiдовому просторi iснує ортонормований власний базис. У цьо-
му базисi матриця ϕ має канонiчний вигляд, тобто є дiагональ-
ною матрицею.

2. Для довiльної симетричної дiйсної матрицi A iснують ортого-
нальна та дiагональна дiйснi матрицi C та B, такi, що B =
C−1AC.
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Алгоритм зведення симетричної матрицi до канонiчного ви-
гляду. Задано дiйсну симетричну матрицю A. Знайти (дiйсну) дiаго-
нальну матрицю B i ортогональну матрицю C — матрицю переходу —
такi, що B = C−1AC.

1. Знаходимо власнi числа матрицi A, розв’язавши рiвняння χA(x) =
0, де χA(x) — характеристичний многочлен матрицi A. Нехай λ1,
. . . , λt — дiйснi власнi числа A кратностей вiдповiдно k1, . . . , kt.
Повинна виконуватись рiвнiсть k1 + · · · + kt = n, де n — порядок
матрицi A.

2. Матрицю B — канонiчний вигляд матрицi A — виписуємо таким
чином: B — дiагональна матриця порядку n, причому першi k1 дiа-
гональних елементiв дорiвнюють λ1, i.т.д., останнi kt дiагональних
елементiв дорiвнюють λt.

3. Знаходимо базис v1, . . . , vk1 власного пiдпростору Vλ1 , який вiдпо-
вiдає власному числу λ1. Для цього знаходимо фундаментальну
систему розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь iз матри-
цею A− λ1En, де En позначає одиничну матрицю n× n. Повинна
виконуватись рiвнiсть dim(Vλ1) = k1. Застосовуючи у разi потреби
процес ортогоналiзацiї до векторiв v1, . . . , vk1 , знаходимо ортого-
нальний базис Vλ1 . Подiливши кожен вектор знайденого ортого-
нального базису на його норму, отримаємо ортонормований базис
e1
1, . . . e

1
k1

простору Vλ1 .

4. Для власних пiдпросторiв Vλ2 , . . . , Vλt так само, як у попередньому
пунктi, знаходимо ортонормованi базиси e2

1, . . . e
2
k2
, . . . , et

1, . . . e
t
kt
.

5. Тепер виписуємо матрицю переходу C: це матриця n×n, стовпчи-
ками якої (злiва направо) є координати векторiв

e1
1, . . . e

1
k1

, e2
1, . . . e

2
k2

. . . , et
1, . . . e

t
kt

.

Зведення квадратичної форми для головних осей.
Нехай f(x1, . . . , xn) — дiйсна квадратична форма i A — її матриця.

Оскiльки A є симетричною, то за пунктом 2 теореми 12 iснує орто-
гональна матриця C, така, що матриця B = C−1AC є дiагональною
iз власними числами матрицi A на дiагоналi. Оскiльки C−1 = Ct, то
B = CtAC. За формулою (10) B є матрицею еквiвалентної до f квадра-
тичної форми g, отриманої iз f замiною змiнних iз матрицею переходу
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C. Iз дiагональностi B випливає, що g має канонiчний вигляд. Таким
чином, будь-яку дiйсну квадратичну форму ортогональним перетворе-
нням координат можна звести до канонiчного вигляду. Таке зведення
називається зведенням квадратичної форми до головних осей.

Для того, щоб звести дiйсну квадратичну форму f до головних
осей, виписуємо її матрицю A, пiсля чого, користуючись наведеним
вище алгоритмом, зводимо A до канонiчного вигляду: знаходимо ор-
тогональну i дiагональну матрицi C i B, такi, що B = C−1AC. Нехай
B = diag(λ1, . . . , λn). Тодi канонiчний вигляд квадратичної форми f має
вигляд λ1x

2
1 + · · · + λnx2

n, а матриця переходу до канонiчного вигляду
збiгається iз C.

Приклади розв’язування задач
Приклад 37. Нехай ϕ i ψ — самоспряженi лiнiйнi оператори в ев-
клiдовому (чи унiтарному) просторi. Довести, що для того, щоб їх
добуток ϕψ був самоспряженим необхiдно i достатньо виконання рiв-
ностi ϕψ = ψϕ.

Оскiльки ϕ i ψ — самоспряженi оператори, то, згiдно iз прикла-
дом 32, виконуються рiвностi

(ϕψ)∗ = ψ∗ϕ∗ = ψϕ. (21)

Отже, якщо ϕψ = ψϕ, то (ϕψ)∗ = ϕψ, тобто оператор ϕψ є самоспряже-
ним. Навпаки, якщо ϕψ є самоспряженим оператором, то (ϕψ)∗ = ϕψ,
але тодi ϕψ = ψϕ внаслiдок (21).

Приклад 38. Звести до канонiчного вигляду симетричну матрицю

A =




2 2 −1
2 −1 2

−1 2 2


 .
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Спочатку знаходимо власнi числа даної матрицi.

χA(λ) = det(A− 3E) =

∣∣∣∣∣∣

2− λ 2 −1
2 −1− λ 2
−1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3− λ 2 −1
3− λ −1− λ 2
3− λ 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣
= (3− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
1 −1− λ 2
1 2 2− λ

∣∣∣∣∣∣
=

(3− λ)

∣∣∣∣∣∣

1 2 −1
0 −3− λ 2
0 0 3− λ

∣∣∣∣∣∣
= −(3− λ)2(3 + λ).

Отже, власними числами матрицi A є λ1,2 = 3 i λ3 = −3. Тому A
зводиться до канонiчної матрицi

B =




3 0 0
0 3 0
0 0 −3


 .

Знайдемо ортонормований базис власного пiдпростору V3. Для цього
спочатку шукаємо ФСР системи iз матрицею A− 3E:

A− 3E =



−1 2 −1

2 −4 2
−1 2 −1


 ∼ (

1 −2 1
)
.

ФСР буде такою: u1 = (−1, 0, 1), u2 = (2, 1, 0). Оскiльки отриманi ве-
ктори u1, u2 не ортогональнi, застосуємо до них процес ортогоналiзацiї:
покладемо v′1 = u1, v′2 = u2 − (u2,v′1)

(v′1,v′1)
v′1 = u2 + v′1 = (1, 1, 1). Нормуючи

отриманi ортогональнi вектори, отримуємо ортонормований базис V3:
v1 = v′1

|v′1| = 1√
2
(−1, 0, 1), v2 = v′2

|v′2| = 1√
3
(1, 1, 1).

Тепер знайдемо ортонормований базис пiдпростору V−3. Для цього,
знов-таки, треба знайти ФСР однорiдної системи, цього разу iз матри-
цею A + 3E:

A + 3E =




5 2 −1
2 2 2

−1 2 5


 ∼



−1 2 5

0 6 12
0 12 24


 ∼

(
1 −2 −5
0 1 2

)
∼

(
1 0 −1
0 1 2

)
.
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Нормованим власним вектором буде v3 = 1√
6
(1,−2, 1).

Нарештi, виписуємо матрицю переходу C: її послiдовними стовпчи-
ками є вектори v1, v2, v3:

C =
1√
6




1 −√3
√

2
−2 0

√
2

1
√

3
√

2


 .

Приклад 39. Звести квадратичну форму f = x2
1 + 4x1x2 − 2x1x3 −

x2
2 + 4x2x3 + 2x2

3 до головних осей.

Згiдно iз алгоритмом зведення, виписуємо матрицю A даної квадра-

тичної форми: A =




2 2 −1
2 −1 2

−1 2 2


 . Тепер потрiбно звести матрицю

A до канонiчного вигляду за допомогою ортогонального перетворен-
ня. Але цю задачу ми розв’язали у попередньому прикладi. Лишається
записати еквiвалентну до f квадратичну форму канонiчного вигляду
g = 3x2

1 + 3x2
2 − 3x2

3 (коефiцiєнти при квадратах змiнних в g — це дi-
агональнi елемнети матрицi B, знайденої в попередньому прикладi).
Матриця переходу дорiвнює матрицi переходу C iз попереднього при-

кладу: C = 1√
6




1 −√3
√

2
−2 0

√
2

1
√

3
√

2


 .

Задачi
6.1 Нехай ϕ — самоспряжений оператор в унiтарному просторi E. До-

вести, що (ϕ(x), x) ∈ R для довiльного x ∈ E.

6.2 Навести приклад двох самоспряжених операторiв ϕ, ψ у просторi
Rn, таких, що ϕψ не є самоспряженим.

6.3 Нехай E — евклiдовий простiр, L1, L2 — пiдпростори, такi, що E =
L1 ⊕ L2. Довести, що оператор проектування E на L1 паралельно
до L2 є самоспряженим тодi й лише тодi, коли L2 = L⊥1 .

6.4 Нехай ϕ — самоспряжений оператор в евклiдовому просторi. Дове-
сти, що для довiльного власного значення λ знайдеться вектор x,
такий, що |x| = 1 i λ = (ϕ(x), x).
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6.5 У просторi Rn[x] зi скалярним добутком (f(x), g(x)) =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx

лiнiйний оператор ϕ визначено правилом ϕ(f(x)) = (x2 − 1)f ′′(x) +
2xf ′(x). Довести, що ϕ є самоспряженим.

6.6 Звести симетричну матрицю A до канонiчного вигляду:

а)
(

3 1
1 3

)
б)




5 −1 −1
−1 5 −1
−1 −1 5


;

в)




6 −2 2
−2 5 0

2 0 7


; г)




0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


.

6.7 Звести квадратичну форму f до головних осей:

а) f = 17x2
1 − 16x1x2 + 8x1x3 + 17x2

2 − 8x2x3 + 11x2
3;

б) f = 6x2
1 − 4x1x2 + 4x1x3 + 5x2

2 + 7x1x3;

в) f = x2
1 + 4x1x2 + 4x1x3 + x2

2 + x2
3;

г) f = 2x1x2 − 6x1x3 − 6x2x4 + 2x3x4.
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